Tartalomjegyzék

1. Dinamikus rendszerek 3
1.1. Példak hiperbolikus halmazokra . . . . . . .. ... .. ... 3
1.1.1. Linearis leképezések dinamikija a sikon és a térben. . 3

1.1.2. Smale-Patk6 . . . . .. ... ... 5

1.1.3. A torusz hiperbolikus autémorfizmusai . . . . . . . . 10

1.1.4. Attraktorok, repellerek . . . . . . . .. .. ... ... 14

1.2. Termodinamikai formalizmus . . . . . . . . .. .. ... ... 21
1.2.1. Meértékelméleti alapok, a fejezetben hasznélt jelolések 21

1.2.2. mértékelméleti entrépia . . . . . . . ..o 23



TARTALOMJEGYZEK



1. fejezet

Dinamikus rendszerek

Ebben a fejezetben a sima dinamikai rendszerek elméletének alapjaival is-
merkediink meg. A fejezet elején a Devaney [3] konyv II. fejezete szerint
haladunk. Ezutén a Pollicott [11] konyve és a klasszikus Bowen kényv [1]
lesznek a {6 referenciak.

1.1. Példak hiperbolikus halmazokra

ElGszor a sikban és a térben tin. hiperbolikus leképezésekre latunk példakat.
Ezek némelyikét méar az el6z6 félévi [12] eldadéason is lattak, mi azonban itt
megismételjiik.

1.1.1. Linearis leképezések dinamikaja a sikon és a tér-
ben.

1. DEFINICIO: Egy invertalhato lineéris leképezés hiperbolikus ha nincs
egy abszolut értéki sajatértéke.

1. LEMMA: Legyen L : R® — R3 linearis leképezés, melynek minden
sajatértéke abszolut értékben egynél kisebb. Ekkor, lim L"(x) = 0 minden
n—oo

x € R3.

Bizonyitas: Hazi feladat.
Ha az L 0Osszes sajatértéke nagyobb mint egy, akkor a fenti allitas igaz
lesz L helyett L=1.
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Tehat a hiperbolikus linearis leképezések koziil csak azok érdekesek me-
lyekre vannak egynél nagyobb és egynél kisebb sajatértékek is.

2. LEMMA: Legyenek \;, ¢ =1,...,3 az L linearis leképezés sajat értékei.
Tegyiik fel, hogy |A1], [A2] < 1 és [A3] > 1. Ekkor létezik egy W* sik és egy
W egyenes, melyekre:

1. ha z € W?, akkor L(x) € W* és lim L™(x) =0,

n—oo

2. hax € W*, akkor L(z) € W* és lim L™"(z) =0

n—o0

3. ha o # W*UW?® akkor lir:il |L™(z)| — o0
n— oo

Bizonyitas. Alkalmas bazisban az L reprezentalhaté L(z) = A-x alakban,
ahol az A matrix alakja

a B 0 M oc 0
-3 a 0 ],vagy [ 0 X O],
0 0 >\3 0 0 >\3

ahol ¢ = 0 kivéve amikor Ay = A\y. Ekkor W? az zy sik és W*" a z egyenes
(a valasztott koordinata rendszerben melyben L a fenti alakban reprezen-
talhato). A tétel allitasa Lemma 1-bél adodik. m

1 peuoas tewen (7)o (2 1) ]

oY

1.1. 4bra. A macska automorfizmus sajatvektorai

sajatértekek és sajatvektorok: A\, = 35 v, = (H*/g,l) és Ny =

A
2 2
3_7\/5, vy = (1_2‘/5, 1). Tehat a W*(0) és a W#(0) az origbn atmend vy és v

iranyvektoru egyenesek (1. 1.1. abra).
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2. DEFINICIO: Legyen f: X — X. Azt mondjuk, hogy az f kaotikus a
X-en ha

1. f érzékenyen fiigg a kezdeti feltételtsl. Azaz 30 > 0, agy hogy Vo € X
tetsz6leges V' kornyezetében létezik olyan y € V| amelyre | f"(z) — f"(y)| >
0 teljesiil.

oo
n=0

2. ftopologikusan tranzitiv, vagyis létezik olyan x € X melynek { f"(z)}
orbitja strd X-ben.

3. Az f peridédikus pontjainak halmaza strd X-ben.

1. FELADAT: Igazoljuk, hogy f : X — X akkor és csak akkor topologi-
kusan tranzitiv, ha YU,V C X nem iires nyilt halmazokhoz valaszthatunk
olyan n € N-et, melyre: f*(U)NV # ().

A kovetkezSkben néhany példat latunk kaotikus leképezésekre.

1.1.2. Smale-Patko

Ez volt az els6 olyan diffeomorfizmus, amelynek végtelen sok periodikus
pontja van, de mégis strukturalisan stabil (ez azt jelenti, hogy kis pertur-
bacioval kapott leképezés konjugalt a Smale-patkohoz, tehat azonos a dina-
mikaja). A leképezést az 1.2 abran lathaté modon definialjuk. Legyen S
a stadion alaki értelmezési tartomany téglalap része, vagyis: S := U2_,T;,
tovabbéa legyen @) := S U Dy U Dy. Ekkor mint lathato f(D;) C Dy, i =1,2.
Vagyis minden D; U Dy-beli pont otbitja egy a D;-ben taladlhato6 fix ponthoz
tart. Jeloljiik ezt a Di-beli fix pontot P-vel. Ekkor, ha egy = € ) pontra
JIn gy hogy f™(x) € Dy U Do-ben, vagyis ha f™(x) ¢ S, akkor az x orbitja
ugyancsak P-hez tart. Erdekes csak azoknak a pontoknak a orbitja lehet,
melyekre f"(x) € S teljesiil minden n-re. Ez ekvivalens azzal, hogy

At :={z e S: f*(z) € Ty UT, minden n € N}. (1.1)

Masrészt S-nek csak olyan pontjait tekintiink, amelyekre minden n-re 1étezik
az f~"(x). Legyen tehat

A ={zeS: f(x) letezik} (1.2)
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Vagyis Osszegytjtjiik azokat a pontokat, amelyek orbitja nem konvergal P-
hez (A1) és amelyeknek korlatlanul vehetjiik akarhény szoros inverz képét
(A2) és az igy kapott halmazt nevezziik Smale-patkonak:

A= Al N Ag. (13)

ElGszor is vegyiik észre, a definiciobol azonnal kévetkezik, hogy Vo € A-ra
f(x) € Aés f~l(x) € A. Ezért

A=) fA (1.4)

neL

Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy f a T, és a T tartomanyokon affine
leképezés, melynek méatrixa az xy (az S oldalaival parhuzamos) koordinéta
rendszerben diagonélis.

2. FELADAT: Mutassuk meg, hogy A; az x tengelyen fekvs valamely A’
Cantor halmaznak és az S téglalap fiigg6leges oldalat képezd intervallumnak
a szorzata.

3. FELADAT: Mutassuk meg, hogy A az S téglalap vizszintes oldalat ké-
pez6 intervallumnak és valamely A” az y tengelyen fekvs Cantor-halmaznak
a szorzata.

A fenti két feladat értelmében kapjuk, hogy A = A’ x A”. Vagyis A egy
olyan sikbeli Cantor-halmaz, amely két egyenesen fekvs Cantor-halmaznak
a szorzata.

4. FELADAT: Rajzoljuk le f%(S)-et és f=2(5)-et.

Szimbolikus dinamika

Legyen Y = {1,2}*. A ¥ elemeit i = (...i_y - igiyis . .. )-vel fogjuk jel5lni.
A pont azt jelenti, hogy azutan kovetkezik a 0-ik helyen &ll6 érték. A ¥-an a

szorzat topologiat hasznaljuk. Ezt generalja a d(i,j) := > % tavolsag.
kEZ
A Y-an a balra tolast o-val jeloljiik. Vagyis

O'(. . -7;—1 : ioilig .. ) = ( . .’é_l’éo . ’élig .. ) (15)
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D C

N
L — A\
f(Th) f(13) f(T3)
f(Dy)
D B ¢
WY
Dy T, 15 Ts Ty Ts D,
N 1
A B
D
(D) £(T) f(Ty)

1.2. 4bra. Smale patko leképezés
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Ilymoédon o : ¥ — X homeomorphizmus. A tovabbiakban a célunk az
lesz, hogy megtalaljunk egy olyan IT : ¥ — A folytonos (lehetsleg bijektiv)
leképezést melyre

f=Hoooll™ (1.6)

Ha ilyen II létezik, akkor az f dinamikajat megérthetjiik a 3 szimbolikus
téren a o bal shift dinamikajanak tanulmanyozésa révén. Az egyszeriibb
jelolés kedvéért a 1.2 abran lathato T, és T, tartomanyokat nevezziik el
Vi-nek és Vo-nek. Az Hy := f(Vy) és Hy := f(V5). Tovabba:

m
L -k 2 )
Viwin = [V Vi & Hypj = ["Vi-
n=0

Vagyis, ha x € V,, ; , akkor x € V;, és 0 < k& < m lépés milva V; -ban
lesz. Hasonléan, ha z € H;, ., akkor f=%(z) € V;, minden 1 < k < n.
Legyen S; . i 1igiy.im = Hi . i, N Vi i,.. Ekkor a kovetkezs allitasok
definiciébol azonnal adédnak:

(1) Sif(nﬂ)---L1~ioi1---in+1 C Sifn---ifl‘ioil---in

(ii) Barmely i € ¥-ra, a S;_
alisan tart nulladhoz.

(1i1) f (Si_p i veivinim) = Siin 1 vigrinim -

A fenti (i) és (i7)-b6l azonnal kovetkezik, hogy a

téglalap mindkét oldala exponenci-

n---ifl‘io'l.l---im

I@a) .= ﬂ S i yioit.in

n>0
jol definialt és (i17)-bol kovetkezik, hogy (1.6) teljesiil.

3. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy z az f-nek n-ed rendi fixpontja, ha
f™"(x) = z teljesiil. Azt mondjuk, hogy az = egy n-ed rendii periodikus pont,
ha az f"(x) = z és minden 0 < k < n-re f*(z) # x.

5. FELADAT: Hany n-ed rendd fixpontja van a fenti patké leképezésnek?

A kovetkezSkben definidljuk a stabil és instabil sokasédgokat.
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4. DEFINICIO: Legyen z € A tetsz6leges. Az x stabil sokaséga
We(x) :={z:|f"(2) — f"(z)] — 0 amint n — oo} .
Tovabba, az z instabil sokasiga:
W*z) = {z:|f"(z) = f™(z)| = 0 amint n — oo} .
Vegyiik észre, hogy ha f*(z) és f*(y) azonos fiiggsleges egyenesen vannak,
akkor x € W*(y).
6. FELADAT: Igazoljuk, hogy ha = = Il(i), akkor

W (z) = {11(j) : 3k agy hogy: i, = jo V{ > k}.

7. FELADAT: Konstrualjunk egy olyan pontot melynek orbitja siird a
A-ban.

8. FELADAT: Igazoljuk, hogy a periodikus pontok halmaza stirti A-ban.

5. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az x pont homoklinikus a p fixpont-
hoz, ha © # p és © € W*(p) N W*(p).

Hatéarozzuk meg azon i € ¥, melyekre I1(i) homoklinikus a P, :=II(...111...)
periodikus ponthoz!

9. FELADAT: Igazoljuk, hogy a P;-hez homoklinikus pontok halmaza
stird A-ban.

Tekintsiik a 1.3. abran geometriailag definialt leképezést. Itt is feltessziik,
hogy f minden T;-n, ahol i € {2,4,6} egy-egy affinitassal van adva, melynek
métrixa daigonélis az xy koordinata rendszerben.

Legyen

tovabba
Yp = {i € {1, 2>3}N : bikikﬂ = 1} : (1.7)

Tovabba legyen o a balra tolas X 4-n.

10. FELADAT: Irjuk le a A invarians halmaz pontos definiciojat, majd
definidljuk a IT : A — X5 a Smale-patkora ismertetett modszer szellemében.

Bizonyitsuk be, hogy
f=Toooll™ (1.8)
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f(Th)
f(T)
NN\
Dy i (I TR RRRRRRRRRRRIERONN D,
< T T Ml s BB T
£15) 7
b (T4)
() sy TP

1.3. dbra. Bonyolultabb patko leképezés.

1.1.3. A toérusz hiperbolikus autémorfizmusai

A T := R?/7Z* halmazt térusznak hivjuk. A toruszt tekinthetjiik mint
St x S1. R2-b4l a T-re vald természetes vetitést II-nek nevezziik.

6. DEFINICIO: Legyen az L : R? — R? linearis transzformacié matrixa
a természetes bazisban az A matrix. Vagyis: L(x) = A-x. Feltessziik, hogy
a 2 X 2-es A matrix eleget tesz a kovetkezd harom kovetelménynek: Legyen
A egy olyan 2 X 2 métrix, melyre:

1. A minden eleme egész szam,
2. |det(A)| =1,
3. A hiperbolikus (sajat értékeinek abszolut értéke 1-t8l kiilonbozik).

Ekkor az
Ly:=1TloL (1.9)

leképezést a Torusz hiperbolikus automorfizmusanak hivjuk.

Ekkor persze L -1 szintén a téorusz hiperbolikus automorfizmusa. Tovabbi-
akban mindig feltessziik, hogy A teljesiti a fenti feltételeket.
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11. FELADAT: Igazoljuk, hogy L4 periodikus pontjainak halmaza strd
T-ben.

12. FELADAT: Igazoljuk, hogy A sajatértékei valosak és az egyik sajat-
érték abszolat értékben 1-nél kisebb, a masik pedig 1-nél nagyobb.

Ekkor tehat mint lattuk 2. Lemmaban az L linearis leképezésre a W*(0) és
W*(0) halmazok, origon athalado egyenesek. Legyen P € T. Nevezziik [,-
nek és [,-nak a P-n atmend W*(0)-val és W*(0)-val parhuzamos egyeneseket.

13. FELADAT: Igazoljuk, hogy a T-n W*5(P) és W"(P) egyenls I1ol* és
IT o ["-val.

3. LEMMA: W?(P) és W"(P) stirti minden P € T-ben.

A bizonyitast feladatokban foglaljuk Gssze:

14. FELADAT: Az L leképezésre W#(0) egy olyan egyenes, melynek me-
redeksége irracionalis.

15. FELADAT: Legyen (z;,j) the metszés pontja W*(0)-nak az y = j
egyenessel és legyen (a;,0) := II(z;, j). Ekkor tehat 0 < a; < 1. Igazoljuk,
hogy a;-t megkaphatjuk mint a 0-nak S'-en valamely irracionalis értékkel
val6 j-szeres eltolasat.

16. FELADAT: Fejezziik be innen 3. Lemma bizonyitasét!

7. DEFINICIO: Legyen P € T egy periodikus pontja Ls-nak ésQ € T
egy homoklinikus pont a P-hez. Ha W?*(P) és W*(P) transzverzalisan metsz
@-ban, akkor azt mondjuk, hogy @) egy transzverzalis homoklinikus pont.

17. FELADAT: Igazoljuk, hogy a 0-hoz tartoz6 transzverzélis homoklini-
kus pontok halmaza stird.

4. LEMMA: L, topologikusan tranzitiv.

Bizonyitas. Legyenek U,V C T nem iires nyilt halmazok. A célunk az,
hogy talaljunk olyan m-et, amire f™(U)NV # (. Valasszunk R € U és S €
V' homoklinikus pontokat (ez 17). feladat miatt megtehets). Rogzitsiink
egy € > 0-at. Legyenek I, C W*(0) és I, C W*(0) szakaszok melyeknek
hossza 20, kozéppontja R és S tovabbéa bent vannak U, ban illetve V-ben.
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Vegyiik észre, hogy L7 nyujtja I,-t |A,|"-en szeresére és L;" nytjtja I,-
et szintén |\,|"-szeresére. Valasszuk n-et olyan nagyra, hogy |\,|" 0 > ¢,
dist (L (R),0) < § és dist (L"(5),0) < § teljesiiljenek. Ekkor L'j(1,) N
L%(1,) # 0. Legyen C € L'\(1,) N L3"(L,). Ekkor D := L*(C) € I, C U
tovabba a definiciobol: Ly(D) € V. m

18. FELADAT: Igazoljuk, hogy az L4 leképezés kaotikus.

A szimbolikus dinamika felépitéséhez sziikség van a Markov particiéra. Mi-

T st

a Markov particio, L4-ra, abban a specialis esetben amikor A = 1 (1] .
Az L(x) = A - x leképezésre a W* és W™ stabil és instabil egyenesek:
y = -1+ Bz, y = @x A megfelels sajatértékek: A\, = 1—T\/5

és A\, = 1+T\/g Ekkor T" Markov particidja a T-nek egy olyan felosztasa
diszjunkt bels6 részekkel rendelkezd téglalapokra, melyek oldalai stabil és
instabil egyenesek a kdvetkezd tulajdonsidgokkal:

WS

W’Ut

77 ‘\—\\\

%
V.

1.4. abra. f(R;) N R; és f~'(R;) N R;, metszetek ha nem iiresek, akkor igy
néznek ki, ahol R; és R; Markov osztalyok.

1. Ha R;, R; a Markov particio6 két osztalya és f(R;) N R; # 0, akkor
f(R:)NR; az R; egyik stabil falatol a masik stabil stabil falaig terjed.

2. Ha R;, R; a Markov particié két osztalya és f~1(R;) N R; # (), akkor
f7YR;) N R; az R; egyik instabil falatol a masik stabil falaig terjed.

A 1.5. abran lathaté a Markov particié konstrukcioja. Az abran lathaté
egyenesek az origdon athaladé stabil és instabil egyenesek. Ezek az abran
lathaté modon hatéaroljak az R = { Ry, R, R3} Markov particié osztélyait.
A 1.6. abréan lathatjuk az f(R;) téglalapot sraffozva.



A

011
ELADAT: Legyen B = (1 0 1) és Yp 1= {i e {1,2}": Biiy., =1, Vk € Z¢.
010
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Definiéljuk a IT : ¥ — A természetes projekciot, amire
Li=Tloooll !

teljesiil!

1.1.4. Attraktorok, repellerek

8. DEFINICIO: Egy A halmazt az F leképezés attraktoranak hivunk, ha
JA C V nyilt halmaz dgy, hogy

1. F(V)cV
2. A= f"(V).

20. FELADAT: Igazoljuk, hogy ha A az F' 1 — 1 értelmi leképezés att-
raktora, akkor A = F~1(A) = F(A), vagyis a A invaridns halmaz.

21. FELADAT: Igaz-e, hogy a Smale-patko attraktor?

Most néhany példat latunk attraktorokra.

Szolenoid

Legyen T := S!' x D, ahol D = {(z,y) : 2* + y* < 1}.

1 1
flt,z,y) = (Qt( mod 1), \jx + 3 cos(27t), Aoy + 3 sin(27rt)) . (1.10)

ahol 0 < Ay < Ay < 3.
22. FELADAT: Igazoljuk, hogy f: T — int(T'), 1 — 1 értelmi leképezés.

Itt persze f-et nem az Descartes koordinata rendszerben adtuk meg a
fenti formulaval, hanem S! x D-n. Legyen 6 € S*. A T torusz 0-szekcidja a
Dy :={(t,z,y) € T : t = 0}. Az egyszertiség kedvéért bevezetjiik a g : S* —
St g(0) := 20( mod 1) jeldlést. Ahhoz, hogy el képzeljiik a f(7T') halmazt
elég megérteniink azt, hogy f(T') N Dy hogy néz ki. Legyenek ty,t, € S a
¢~ 1(0) halmaz elemei. Ekkor f(T)N Dy = f(Dy,)U f(Dy,). Az nyilvanvalo,
hogy az f(D,,) halmazok Djy-beli tomor A és Ay féltengelyd ellipszisek,



i A

AT

§/§,
S5

I

T

\\

A

U
7
1) a satirozott tertilet,

.

désa =b

juk, akkor T egy tomor henger aminek a hatarold korlmezeit azonositottuk.
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1.7. abra. f(T)N Dy, ha g(t;) =6,i=1,2

Legyen Vi :=[0,2) x D és Vs := [1,1) x D. Ekkor mind f(V;) mind f(V3) a
henger hatéarol6 korlemezeit 6sszekots ellipszis keresztmeszetd tomor csovek
1. 1.8 Az f(T) és f?(T) a Descartes koordinata rendszerben a ??. &bran

/(Vl>

Vi Vi
f(Va) 2 b0

0~
1.8. abra. f(T'), egy masik koordinata rendszerben.

lathato.

Markov particié Szolenoidra, szimbolikus dinamika

Csak tigy mint a Smale-patko esetén definialunk egy II: ¥ — A természetes
projekciot ahol ¥ := {1,2}”.
Legyen Hy := f(V}) és Hy := f(V3). Tovabba:

m
L -k ‘ . fmn
‘/iO---im T ﬂ -f ‘/;k: €S Hjl---jn T -f ‘/jn---jl'
n=0
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Vagyis, ha x € Vj, _;,., akkor z € Vj; és 0 < k < m lépés mulva V; -ban
lesz. Hasonléan, ha z € H;, ., akkor f~%(z) € V;, minden 1 < k < n.
Legyen S; . i iigir.im = H; N Vi, .. Ekkor a kovetkezd allitasok
definiciobol azonnal adodnak:

1.0y

(1) Si_pinyirioinings C i 1eigi...in

(ii) Barmely i € ¥-ra, a S; i ,.i,..i, minden oldala exponencidlisan tart
nullahoz.

(1) f (Si_piirivinmin) = Sicprovivigwit.im—1-
A fenti (i) és (ii)-bol azonnal kovetkezik, hogy a
I(i) := ﬂ Si_ i1 vigi1..in
n>0
jol definialt és (i1i)-bol kovetkezik, hogy (1.6) teljesiil.

23. FELADAT: Igazoljuk, hogy H; N'V; N A, ahol i,j € {1,2} Markov
particiot alkot.

24. FELADAT: Konstrualjunk meg a szolenoid olyan Markov particiojat
melyben az Osszes osztaly mérete 0.01-nél kisebb!
Inverse limit space
Legyen g : S* — S mint fent. Definialjuk
Y= {("‘) = (90,91, .. ) : ‘93' S Sl és g(9j+1> = HJ} .

A Y-an természetes modon definidlhatjuk a kovetkezs tavolsagot: legyen
e = (90,91,...),‘1’ = (’l/)(),’gbl,...) €2, akkor
2mif; 627riwj}

UCRIEDY e =

A balra tolas a Y-an:

g (90, 91, c. ) = (g(@o), 90, 91, .. )
Most értelmeziink egy Il : 3 — A természetes projekciot.

1(©) == () £(Da,).

25. FELADAT: Igazoljuk, hogy (1.6) teljesiil erre a Il-re is.
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Hénon attraktor

Legyen
f(z,y) == (1+y— 1.42%0.37)

és nevezzitk Q-nak az A = (—1.33,0.42), B = (1.32,0.133), C' = (1.245, —0.14),
D = (—1.06,—0.5) négyszoget.

26. FELADAT: (a) Igazoljuk, hogy: f(Q) C Q!

10000

ne1000 halmazt!

(b) Legyen x € Q. Rajzoljuk le szamitogéppel a {f"(z)}

Lozi attractor

Mivel a Hénon attraktor elmélete még tavolrol sem teljesen megértet, felme-
riilt, annak az 6tlete, hogy tekintsiink egy hasonlo, de egyszertibb leképezés
attraktorat. Nevezetesen, legyen

L(z,y) = (1 +y — alz], bx),

ahol 0 < b < 1,b+1 < a,2a+b < 4. vegyiik észre, hogy itt a Hénon attarktor
képletének x%-ét cseréltiik ki |z|-re. Legyen példaul a = 1.7 és b = 0.5. Ezen
leképezés dinamikajarol a [13]-ben olvashatunk. A kovetkezékben néhany
feladaton keresztiil ismerkediink meg az attraktorral.

27. FELADAT: (a) Igazoljuk, hogy f-nek két fixpontja van koziiliik egyik
az els6 siknegyedben. Nevezziik ezt P-nek.

(b) W*(P) tartalmaz egy olyan egyenest, melynek az z tengellyel vett @
metszetére igaz, hogy ezen egyenesnek az y-tengellyel vett metszete
L7YQ). Jeloljiik f-el az L=1(Q), Q szakaszt.

(c) Rajzoljuk le L(£)-et és L*(Q)-t.

(d) Legyen T az a haromszog, melynek csticsai: Q, L(Q), L*(Q). Igazoljuk,
hogy L(T) C int(T).

(e) Computer segitségével rajzoljuk le a T valamely pontja orbitjanak egy
kell6en nagy (de véges) darabjat.
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Keveré repellerek

egy példan keresztiil illusztraljuk a keverd repellerek fogalmat majd megad-
juk az altaldnos definiciot.

2. PELDA: Legyen f,(x) = ax(1—2). Mint azt az mar tudjuk ha 0 < a <
4, akkor f, a [0,1] intervallumot 6nmagaba képezi. Azonban, ha a > 4, ak-
kor a- 3% > 1 ezért vannak olyan pontok, melyeknek orbitja elhagyja a [0, 1]
intervallumot. Ha most nézziik azokat a pontok halmazat, amelyek az els6
lépésben a [0,1]-ben maradnak ez két zart intervallum unioja. Legyenek ezek
I, I,. Azok akik még a mésodik lépés utén is [0, 1]-ben vannak méar az I;,,,,
i1is € {1, 2}2 négy zart intervallum unijabol allnak, melyekre UI; ;, C U; I, .
Igy azon pontok halmaza, akik még n-lépés utan is a [0, 1]-ben vannak 2"
darab intervallum uni6jabol all U;, ;. I;, ;.. Ezen intervallumok mindegyi-
két tartalmazza valamelyik az n — 1. lépésben definialt [;, ;. | intervallum.
Azon pontok halmaza tehat, melyeknek orbitja sohasem hagyja el a [0, 1]
intervallumot egy Cantor halmaz:

A={z:f(z) €0, ¥neNt =) U L. (1.11)

n>01i1...in
Vegyiik észre, hogy ha
x & [0,1], akkor f"(z) — —ooc. (1.12)
Ezért ha V egy tetszoleges nyilt intervallum ami tartalmazza [0, 1]-et
A={z: f"(z) e V Vn e N}. (1.13)

9. DEFINICIO: Legyen M C R? nyilt, f : M — M egy C? leképezés.
Ekkor a A C M kompakt halmazt az f leképezés repellerének hivunk ha
A-ra a kévetkezd harom feltétel teljesiil:

e f nyijtdé a A-an. Vagyis:
36 > 1 agy hogy: || D, f(u)| = B|Aull
teljesiil minden x € A és u € Ré-re.
e Létezik korlatos nyilt V C RY, tgy hogy
A={zeV:f"(zr)eVVn>0}.
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e f topolgikusan kevers. Vagyis minden U C R? nyilt halmazra:

ha UN A # (), akkor In > 0 agy hogy A C f*(U).

A kovetkezs példa egy keverd repellert mutat a sikon:

7 77 c

Q T

. P
//‘

ELDA: A .

N\
\ oy

1.9. abra. f:T; — Q f|r, affin és a matrixa diagonélis.

Tekintsiik a 1.9. abrat! Legyen A := (0,0), B:= (b,3) és C:= (1,1). A
T;, i = 1,...3 téglalapok egybevagodak, oldalaik 0 < A, < A, és feltessziik,
hogy: A\, < %, tovabba, % <A < % és 0 < b<1— )\, egy paraméter. Most
definidlunk egy Cantor halmazt a sikon:

Legyenek i = 1,...3-ra, p; : Q — T; rdképezések, melyek olyan affinité-
sok, melyeknek matrixai: Aw 0 .

0 Ay

Egy (i1 ...,14,)-re definidljuk a Q. ;, := @i, 0---0¢;, (Q) halmazt. Legyen

A=) U Qioin-

n>041...,0n

28. FELADAT: Igazoljuk, hogy ez a A Cantor-halmaz egy repellere va-
lamely f : R? — R2, C? diffeomorfizmusnak, olymédon, hogy megadjuk
az f-et egy képlettel és meghatarozzuk a repeller definiciéjaban szerepls V
nyilt halmazt.
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1.2. Termodinamikail formalizmus

Ebben a fejezetben a nyomas (egyesek topologiai nyomasnak, a fizikusok
pedig szabad energia megvaltozasnak hivjak) és az entropia (mértékelméleti
és topologiai) fogalmaval ismerkediink meg.

1.2.1. Meértékelméleti alapok, a fejezetben hasznalt je-
l6lések

10. DEFINICIO: Tegyiik fel, hogy (X1, By, my) és (Xs, By, my) valoszint-
ség mértékterek. Ekkor egy T': X; — X, transzformacio:

(a) mérhets, ha T7(By) C By. (Vagyis VB, € By-re T™'By € By).

(b) mértéktartd, ha mérhets és my(T~(Bs)) = mao(Bs) teljesiil minden
Bg S Bg—re.

(c) invertalhat6 mértéktartd transzformacio, ha

(1) mérték tarto
(ii) bijektiv

(iii) 7! szintén mértéktarto.

Az (X, B,m) mindig egy valoszintiségi mértékteret jelol, mig az (X, B, m,T)
mindig egy valoszintiségi mértékteret jelent, melyen értelmezett a T : X —
X meérhets leképezés. Ha azt irjuk, hogy (X,B,m,T) invertalhato, ak-
kor azt értjiik, hogy az T egy invertalhatd mértéktartd transzformacioja az
(X,B,m,T) térnek.

Gyakran hasznaljuk a kovetkezd tételt. A bizonyitasa megtalalhato [6,
84.1.]

1. TETEL: Adott az (X, B, m) tér. Legyen A egy olyan rész algebraja a
B-nek, amely generédlja a B-t. Ekkor minden € > O-ra és B € B-re létezik
A € A, melyre m(AAB) < e.

11. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy a (X1, By, m1) és a (X, By, my) izo-
morfak, ha létezik M; € B;, ugy hogy: m;(M;) =1,i=1,2 és 3¢ : M; —
M, invertdlhato és mértéktartod leképezés my (@1 (B)) = my(B), VB €
M2 N Bg.
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ebben a fejezetben (és altaldban az ergodelméletben) az (X, B, m) tér leg-
tobbszor in. Lebesgue tér.

12. DEFINICIO: Az (X, B, m) Lebesgue tér, ha izomorf egy olyan térhez
ami egyrészt a ([0,s],L£,¢) (ahol 0 < s < 1, £ a Lebesgue mérhets hal-
mazok o-algebraja a [0, 1]-en és ¢ a Lebesgue mérték) masrészt véges vagy
megszamlalhatoan végtelen atombol all melyek mértékeinek Gsszege 1 — s.

A kovetkez6 tétel mutatja, hogy a Lebesgue tér fogalma milyen altalanos I.
Royden konyv [14, 327.0.]:

2. TETEL: Legyen ([0,1], B([0,1]), ¢) az a mértéktér, melyet tigy kapunk,
hogy az ¢ Lebesgue mértéket megszoritjuk a [0, 1] Borel halmazaira. Ekkor
ha X egy tetszdleges teljes metrikus tér és B a Borel o-algebra az X-en to-
vabba m egy tetszéleges valoszintiségi mérték a B-n, az (X, B, m) tér izomorf
a ([0, 1], B([0,1]), £)-hez.

Ebbél azonnal kévetkezik, hogy:

1. KOVETKEZMENY: Ha X egy teljes metrikus tér, B a Borel o-algebra
és m egy valoszintiségi mérték a B-n, tovabba B, a B teljessé tétele, akkor
(X), B,,, m egy Lebesgue tér.

Tehat 1ényegében minden olyan tér, amely érdekel minket a dinamikai
rendszerek szempontjabol Lebesgue-tér.

Van egy masik ekvivalencia relécié mértékterek kozott ami fontos. Ennek
bevezetéséhez sziikségiink van a mérték algebrak fogalmara:

13. DEFINICIO: Adott az (X, B,m) tér. Azt mondjuk, hogy By, B, € B
ekvivalensek, ha mA(BlAB2) = 0. Ezen ekvivalencia relacio osztalyainak

halmazat jeloljiik B-vel, és m-el jeloljik az indukalt mértéket. Ekkor a
(B, m)-et a (X, B, m)-hoz tartozé mértek algebranak hivjuk. Azt mondjuk,
hogy a (gl, my) ésa (gg, ms) mérték algebrak izomorfak, ha létezik @ : By —
B, bijekcid, amely megdrzi a megszadmlalhato unio képzését, a metszetet, a
komplementum képzést és my (®B) = ma(B) teljesiil minden B € By-re.

A valoszintiségi terek kozotti masik fontos ekvivalenia relacié tehat:

14. DEFINICIO: Két valoszintségi tér konjugalt, ha mérték algebraik
izomorfak.
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29. FELADAT: Igazoljuk, hogy ha két valdszintiségi tér izomorf akkor
konjugalt is!

Legyen X; := {a}, By = {0,{z}}. Tovabba, legyen X, := {y1,y2} és
Bg = {@,XQ}

30. FELADAT: Igazoljuk, hogy a fenti (X;, B;, m;), i = 1,2 konjugaltak,
de nem izomorfak.

A tovabbiakban a (X, B, m,T) terek izomorfidjat és konjugaltsagat de-
finialjuk.
15. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az (X1, Bi,my, T}) és az (Xo, By, ma, Ty)

e izomorfak, ha IM; € B;, m;(M;) = 1, T;M; C M, halmazok és egy
® : My — M, invertalhatod és mértéktarto leképezés, tgy hogy:

(I)OleTQOq),

e konjugéltak, ha 3® : (B,, my) — (By, 1) mérték algebra izomorfiz-
mus, melyre B B
PoTy' =T7"0d.

1.2.2. mértékelméleti entrépia

c s

dat arra, hogy miért fontos szamunkra ez a fogalom. Tessziik mindezt azért
mert az entropia definidlasa és tulajdonsagainak levezetése oly sok munkat
igényel, hogy talan érdekes latni el6bb, hogy miért is a sok veszddség.

16. DEFINICIO: Legyen (Y, F, 1) egy valoszintiségi tér. Legyen tovabba
(X,B,m) ==Y, F,pn), ¢s T ({yn}) = {x},, ahol z,, := yp41, n € Z.
Ekkor a T invertalhato mértéktartod transzformaciot az (Y, F, u) tér feletti
Bernoulli-shift-nek hivjuk.

A legegyszertibb példa az, amikor

4. PELDA: Y = {0,1,...,k — 1} &s u({i}) := p;, ahol p = (po, ..., Pk_1)
k—1

egy valoszintségi vektor (p; > 0és > p; = 1), F pedig az Y Osszes részhal-

n=0

mazaibol all. Ekkor X a {0,1,...,k — 1} elemekbdl képzett két iranyban
) , z
végtelen sorozatok tere, B a szorzat o-algebra és m = {pg,...,pr_1}"-
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5. PELDA: (X,B,m) := [L.en (Y, F, i), ahol (Y, F, 1) ugyanaz mint a 4.
Példaban. Vegyiik észre, ekkor a fenti T' leképezés nem invertalhato.

A fenti két példa esetén a definicidébeli T balra tolast mindig o-val jeloljiik.
A (X,B,m,o) tereket nevezziik véges abc feletti egy vagy két iranyban
végtelen Bernoulli shiftnek.

A Bernoulli shiftek szerepe nagyon fontos a dinamikai rendszerek elmé-
letében, ezért az a kérdés, hogy mikor lesz két Bernoulli shift konjugalt szin-
tén fontos. A mértékelméleti entropia fogalmat Kolmogorov vezette be. Az
vilagos volt rogton, hogy az entrépia konjugécio invarians. Azt is viszony-
lag kdnnyen lehet talalni két olyan ergodikus mérték tartéd transzforméciot,
melyeknek entropiaja azonos de nem konjugaltak. (L. [15, 104.0.]). Kolmo-
gorov kérdezte 1958-ban, hogy igaz-e, hogy a ha két Bernoulli shift azonos
entropiaju, akkor konjugaltak? A pozitiv valaszt erre a nagyon fontos prob-
lémara Orstein adta meg 1969-ben.

3. TETEL: (Orstein) Legyen T3, T, Lebesgue-terek feletti Bernoulli shif-
tek. Ha T} és T; entropiaja azonos, akkor ¢k izomorfak.

Ez a tétel mutatja az entropia jelentGségét a dinamikai rendszerek elméle-
tében.

Egy masik fontos tulajdonsaga az entropianak a kévetkezs: Tekintsiik a
5.Példéabeli (X, B, m, o) egy iranyban végtelen Bernoulli shiftet. Ekkor egy
n-ik cilinder halmaz

[T1, ...,z i ={i€ X iy =ap, VI <k <m}. (1.14)

Minthogy az n-ik cilinder halmazok paronként diszjunkt halmazok és a sza-
muk exponencidlisan novekszik, ezért a mértéke az n-ik cilinder halmazok-
nak (bar nem feltétleniil egyenls), de exponencialisan kell hogy csokkenjen
n-ben. Mint latni fogjuk, egy tipikus (kés6bb pontositjuk, hogy ez mit je-
lent) n-ik cilinder mértéke ~ exp(—nh), ahol h a o eltolas entropidja. Tehat
az entropia az az exponens amellyel egy tipikus n hosszisagi sorozat mér-
téke exponencialisan csokken.

Particidok entropiaja

Ebben a fejezetben mindig egy rogzitett (X, B, m,T) valoszintiségi mérték-
téren dolgozunk (ahol T' megérzi az m mértéket). A B rész o-algebrait irott
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nagy bettikkel jeloljik p.l. A,C, mig az (X, B, m) tér particiot a gorog abécé
elsé bettivel jeloljik p.l. «, 8,7.

17. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az o = {A;}
szamlalhaté mérhets particio, ha

e I C N egy meg-

18. DEFINICIO: Ha o, § particiok és A,C a B rész o-algebrai, akkor az
a és 8 kozos finomitéasa:

Oé\/ﬁZ:{AiﬁCjiAiEOé,Cj€5}.

Hasonloan a AV C az a o-algebra, melyet a {ANC : Ae A, C € C} alaku
halmazok generalnak. Egy « particiohoz mindig asszocialhatunk egy a o-
algebrat, melyet az a-beli halmazok unidja general. Azt mondjuk, hogy a
a particional finomabb a 3 particié (jelben ov < 3), ha o minden osztalya a
[ osztalyainak unidjaként all eld.

Egy véges a = {Ay,..., A} partici6 entropidja

k
H(o) = Hy(o) ==Y _m(A;)logm(A).

i=1
Ebben a fejezetben gyakran hasznaljuk majd a

xlogz, haz > 0;

oz) = { 0, ha z = 0.

fliggvényt.
31. FELADAT: Igazoljuk hogy a ¢ fliggvény konkav, vagyis, hogy «;, z; >
0, > a; = 1-b6l kovetkezik:

i=1

Zaiqﬁ(:ﬁi) <o (Z aix,-) , (1.15)

ahol egyenl6ség csak akkor lehet, ha Vi, j-re z; = x;.
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Definialjuk az I(«) : X — R informacio fiiggvényt:

I{a)(z) == — Z logm(A;)xa,(z).
i€l
Vegyiik észre az I (a)(x) fiiggvény tgy lett definialva, hogy H (o) = [ I(a)(z)dm(z)
teljestiljon.
Feltételes Varhato érték (ismétlés)

Legyen f € LY(X,B,m). Ekkor létezik nem negativ f+, f~ € L*(X,B,m)
(az f pozitiv és negativ része) ugy hogy: f = fT — f~. Egy A rész o-
algebrara definialjuk

mi(A) = /f+dm, m(A) = /f_dm VAe A
A A
mértékeket. Nyilvan m¥i,m; < m. Ezért léteznek és egyértelmiiek a

Radon-Nykodim derivaltak, amikkel definidljuk a feltételes varhato értéket:

dm’; _dmy
dm dm

E(f|A) = c L'(X, A m).

[smételjiik at a feltételes varhato érték legfébb tulajdonsagait:

1. {E(f\/l)dm:f{fdm

2. E(f|A) € L'(X, A,m).

3. Ha f € L'(X,B,m) 6s g € L®(X, A,m), akkor E(fg|lA) = gE(f]A).
4. Ha f € L'(X, B,m), akkor |E(f|A)| < E(|f|]A).

5. E(-|A) a merdleges vetités L2(X, B, m)-bsl L2(X, A, m)-be.

6. Ha az A o-algebrat egy véges vagy megszamlalhato & = {C;} particio
generélja, akkor
[ gdm

Blgle) = > xe @) o (1.16)
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Feltételes entropia

Sokszor fogjuk hasznalni az o = {A;,..., Ay} véges particibnak a § =
{By, ..., By} véges particiora vonatkozo feltételes entropiajat:

19. DEFINICIO:

¢

H(alB) = Hu(alB) = Y m(B;)- Hu(p,)(@) (1.17)

= — > m(ANB)logm(A|B)

A€a,Bep

= — Z m(A N B)log

A€a,Bep

m(AN B)
m(B)

m(ANB)
m(B)

ahol hasznéltuk a valoszintiségszamitasban tanult m(A|B) = felte-

teles valoszintiséget.

A feltételes informécio fliggvényt I(a|A) : X — R a kovetkezképpen defi-
nialjuk:

IalA)(w) := =) logm(AiA)(x)xa,(x),

el

ahol m(A;|A)(z) :== E(xa,|A)(z) (a feltételes mérték).

Vegyiik észre, hogy

H(alp) = / 1(a|B) (x)dm(x). (1.18)

Legyen N : {0, X}. A kovetkez6 tulajdonsdgok azonnal adodnak a defi-
niciobol:

32. FELADAT: 1. I(a|N) = I(a)(2).
2. I(a|A)(Tx) = I(T'a|T7 1. A)(x)
3. Ha a C A, akkor m-m.m. z-re: I(«a|A)(x) = 0.

A kovetkez$ lemma az alap egyenlGség az informacio fiiggvényre vonat-
kozoban:
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5. LEMMA: A kovetkez6 egyenlGség teljesiil m-m.m. z-re:

I(aV B[F)(x) = I(alBVF)(z) + I(BA) (). (1.19)
Bizonyitas. El6szor is észrevessziik, hogy (1.16)-bsl adodéan minden B €
[-ra:
B nC
m(B)(x ZXC () )
Ceny
Ezért
N m(BNC)
1A = — 3 xons(@)log (T( - ) (1.20)
Cev,Bep

= - Y XAmBﬁc(x)log<%>. (1.21)

A€a,Bep,Cey
Mivel a 8V v partici6 elemei BN C, B € 3,C € v alakuak,
RN m(ANBNC)
L R S L

A€a,Bep,Cey

Osszeadva a két el6z6 egyenletet kapjuk a lemma allitdsat. m
A feltételes entropia tulajdonsagait a kovetkezs pontokban foglaljuk Gssze.
A bizonyitasokban sziikség lesz az N = {(), X'} trivialis algebréra.

L. H(aV ) = H(a|BVA) + H(BA).
2. H(aV ) = H(a) + H(3|@)

3. Ha o < 3, akkor H(a[7) < H(f|y).
4. Ha a < f3, akkor H(a) < H(f).

5. Ha 3 < v, akkor H(a|3) > H(a[?).
6. H(a) > H(alB).

7. H(a Vv [7) < H(aly) + H(B7)-

8. H(aVp) < H(a)+ H(S).
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9.

Ha T mértéktarto, akkor H(T~(a)|T~(B )) = H(a|3).

Innen az "A" oldalrdl folytattam, de kimaradt a 1-6 és a I-II1
sok része

4. TETEL: 1. H(a|f) =0 <= a < S.

2. H(o|f) = a <= «a, § fluggetlenek.
Bizonyitas.
1. («=) Hauzi feladat
2. (=) A feltételbsl adodoan:
Z ( Zm m(A|B) logm(A|B)> Zm(A) logm(A).
A
(1.22)
Masrészt minden rogzitett A-ra (1.15)-bol o; = m(B), z; = m(A|B)
valasztassal kapjuk, hogy
- Zm m(A|B) logm(A|B) < —m(A)logm(A), (1.23)
ahol egyenl@ség csak akkor lehet, ha VB,
m(A|B) = m(A) (1.24)
Ahhoz viszont, hogy (1.22)-ban egyenléség legyen (1.23)-ben egyenls-
ség kell legyen VB-re. Ekkor viszont VA, B-re (1.24) teljestl. FEzzel
igazoltuk a tételiinket.
[

Az el6z6 tétellinket felhasznalva igazolhatjuk, hogy

5. TETEL: 1. H(a|F)=0+= a < F.

H(a|F) = H(a) <= « és F fuggetlenek.

Bizonyitas.
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1. («<=) Ha a < F, akkor m(A|F) = xa értékei 0 vagy 1 lehet csak.

Ezért H(a|F) = 0.
(=) Ha H(a|F) =0, akkor 0 = [ = m(A|F)logm(A|F)dm. Mi-
A

vel —m(A|F)logm(A|F) > 0 teljesiil VA-ra, ezért VA-ra m-majdnem
mindeniitt m(A|F)logm(A|F) = 0. Ezért m(A|F) értéke csak 0 vagy
1 lehet vagyis m(A|F) egy karakterisztikus fiiggvény. Ezért létezik
A’ € F, melyre . Innen

m(A") =m(A). (1.25)
xar = m(A|F) Tovabba
Xar = X = Xam(A|F) = m(An A|F).

Ezért m(A') = m(AN A’). Ezért m(AAA"). Tehat A € F vagyis
a < F.

. («<=) A feltételes valosziniiség definiciojabol azonnal kovetkezik, hogy

m(A|F) = m(A). Ugyanis minden F' € F-re:

m(ANF) = /XAdm = /m(A)dm =m(A)m(F).

F

Vagyis «, F filiggetlenek.

(=) Let B € F tetszoleges. Nevezziik B-nak a legsztikebb algebrat
ami B-t tartalmazza. Vagyis E = {0, X, B, X \ B}. Nyilvan B\ < F.
Tehat

H(a) > H(alB) > H(a|F) = H(a).

Hasznalva az el6z6 tételiinket o és [-ra kapjuk, hogy B fiiggetlen
minden A-t6l. Mivel B € F tetszbleges volt ezért kész vagyunk.

2. KOVETKEZMENY:

WT,a)=0+=a<\/T

i=1
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Bizonyitas.

0=hT,a)=H <a|<7T_1a> — a< @T_ia.

i=1 =1

|
3. KOVETKEZMENY: Ha h(T) = 0, akkor T~1B = B.

Bizonyitas. Csak azt kell belatni, hogy B C T-'B mert a masik iranyt
tartalmazas kovetkezik abbol, hogy T' mérték tart6. Legyen B € B egy
tetszGleges eleme. Definialjuk a legsziikebb @ := {0, X, B, X \ B} algebrat
ami B-t tartalmazza. Ekkor 0 = h(T") = h(T,«). Hasznédlva az 5. tételt,
kapjuk, hogy

a< QT‘ia =7! {7@ <T7'B.
i=1 =0

Ezért B € T7'B teljesiil minden B € B-re, vagyis BC T7'B. m

20. DEFINICIO: 1. Legyen (V,d) az a metrikus tér, ahol V a véges
particiok tere és a tavolsagot a: d(a, 8) := H(a|B) + H(B|a) metrika
adja meg.

2. Legyen (%T, p) a kovetkezsképpen definidlt metrikus tér: V, az r

elemd rendezett particiok tere (r > 1) és ha o = {Ay,..., A}, B =
{B,...,B.}, akkor

pla, B) == m(AAB).

i=1
A kovetkez6 lemma azt mondja, hogy a (%T, p) metrikus térnek a (V,d)
metrikus térbe valé természetes bedgyazasa egyenletesen folytonos.
6. LEMMA: Legyen r > 1 tetsz6leges rogzitett. Ekkor Ve > 0-ra létezik
0 >0, ugy hogy ha a ={A,..., A}, B={By,...,B,}, akkor

zr:m(AiABi) <d = H(a|p)+H(o|p)<e.

i=1
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Bizonyitas. Valasszuk 6 > 0-4t olyan kicsire, hogy

—r(r—1)dlogd — (1 —0)log(l —0) < (1.26)

N ™

teljestiljon. Legyen v az a particio, melynek osztalyai az 6sszes A;NB;, © # j
alaki halmazok és ezeken kiviil van még egy osztalya, nevezetesen a Ul_; A;MN
B; halmaz. Tehat ennek a particionak Gsszesen r(r — 1) 4+ 1 osztélya van.
Tegyiik fel hogy p(a, 8) < 8, ahol § < ;. El6szor is belatjuk, hogy ekkor

H(y) < —r(r —1)dlogd — (1 — 8) log(1 — 4). (1.27)
Ez abbol az egyszerd észrevételbdl kovetkezik, hogy i # j-ra

AinB;C | J(AnNB,).

n=1
Ekkor ugyanis a Lemma feltevése miatt
i#j i=1
Egy pillantast vetve a ¢(z) fiiggvény grafikonjara lathatjuk, hogy
d(m(A; N By)) < ¢(6) és ¢ (m (U(AZ- N BZ-)>> < (1 —9).
i=1
Ezzel bebizonyitottuk (1.27)-at. A v definiciojabol adodoan
aVf=aVyéaVp=pVnr.
Ekkor (1.26)-bdl kovetkezik, hogy

H(3)+ H(al) = H(aVB)=H(B V) < H() + H()
~ H()+

Ezért H(a|B) < 5. Azt, hogy H(f|a) < § hasonléan lathatjuk be. m
A kovetkezs tételben hasznéljuk az algebra éltal generélt o-algebra hal-
mazainak approximaciojarol szolo 1. Tételt.
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6. TETEL: Tegyiik fel, hogy a B, algebra generélja a B-t. Ekkor Vo, Ve >
O-ra létezik 7 < By, ugy hogy d(a,v) < €.

Bizonyitas. Legyen a = {A;,..., A, }. Rogzitsiink egy ¢ > 0-at és eh-
hez valasszunk ¢-at a 6. Lemma szerint. FEkkor a 6. Lemma miatt elég
megmutatni, hogy n = g—re létezik olyan = {By,..., B,} particio, melyre

Vi m(A;AB;) <. (1.28)
Vélasszunk A > 0-at melyre
Ar—1)[1+r(r—-1)]<n.

Minden i-re legyen Bj € By melyre m(A;AB;) < A. Ha ¢ # j, akkor egy
trivialis megfontolads mutatja, hogy

B{N B} C (B/AA;) U (BjAA;) . (1.29)

Ezért m(B; N B;) < 2\. Legyen N := Uj»;(B; N B}). Ekkor m(N) <
r(r — 1)A. Most mar megvalaszthatjuk a keresett 5 particiot:

r—1
i <rreB;:=B/\N, é¢s B, := X\ (UB,-) .
=1

Hasznalva a kovetkezd kdnnyen leellendrizhets Osszefiiggéseket

r—1
i <rre AAB; C (BJAA)UN és A, AB, C | (AAB),

i=1
kapjuk, hogy
i <r-rem(AAB;) < AAr(r—1). és m (A AB,) < (r—=D)AX(1+r(r—1)).
Ezzel belattuk, hogy (1.28) teljesiil, ami bizonyitja a tétel allitasat. m

33. FELADAT: Legyen A, a B rész o-algebrainak névekvs sorozata. De-
finicié szerint:

UA, := {A|3n, hogy A€ A,}.
Igazoljuk, hogy UA a B-nek rész algebréjal
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4. KOVETKEZMENY: Ha vy < \/ a, ahol a,, novekvs véges particiok,
n=1
akkor H (y|ay,) — 0.

Bizonyitas. Legyen Bj := Ua,,. Ekkor a fenti feladat miatt By egy algebra

ami nyilvin generalja a \/ «, o-algebrat. Legyen ¢ > 0 tetszileges. A
n=1

6. Tétel miatt létezik 7. < By, melyre H(v|y.) < . Mivel 7. egy véges

particio, és 7. < Ua, ezért 1étezik olyan jo, hogy j > jo-ra 7. < o;. Ezért,
ha j > j0, akkor
H(yley) < H(vlve) <e.

Mivel € tetsz6leges volt ez igazolja az allitast. m

7. TETEL: (Kolmogorov-Sinai Tétel) Ha T egy invertalhaté mérték-
tartd transzformacio és ha

<7 T"'a =B,

akkor h(T,«) = h(T).

Bizonyitas. Azt kell belatni, hogy tetszéleges vy-ra h(T,v) < h(T,«). Ve-
gyiik észre, hogy n > 1-re:

MT,v) < h (T, \”/ T’d) +H <7| \”/ Tia)

iI=—n i=—n

= h(T,a)+ H <7| \"/ T’d).

=—n

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy H (7\ V Tioz) — 0. Legyen «,, :=

=N

\/ T'a. Ekkor a feltétel szerint v < \/ T"«a. Ezért a 4. Kovetkezmény

it=—n n=-—o0o

szerint H(v|a,,) = 0. m

o

34. FELADAT: A fentiek mintajara igazoljuk, hogy ha \/ T 'a = B,
i=0
akkor h(T, o) = h(T).
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5. KOVETKEZMENY: Adott (X, B,m,T), ahol T invertalhat6 mérték-
tarto transzformacio. Tegyiik fel, hogy

\/ T o = B.
i=0
Ekkor, h(T") = 0.

Bizonyitas. Mivel T invertalhato, ezért B = T—'B. Ezt hasznalva:
_ T —i | _ —1 —i | _
MT) = WMT,a)= nh_)nOlOH <a| \_/IT oz) =H (oz\T \_/()T oz) =

— H(a|T™'B) = H(a|B) =0,

hiszen a < B. =
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