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1. fejezet

Parcialis differencidlegyenletek

1.1. Rezgb har

u(x,t)

*---c-

0 T L z

Tekintsiik az | hosszisagu tokéletesen rugalmas hurt. Helyezziik ezt a
hirt az z-tengely [0, /] szakaszara és mozditsuk ki az x—tengelyre merdlege-
sen. A hir az x tengelyre merdlegesen az (z,u) sikban mozog. Azt, hogy a
hiar egy z abszcisszaju pontja hol van ¢ id6 mulva az u (z,t) figgvény adja
meg. A rezgd hir mozgasat tehat meghataroztuk, ha az u (z,t) ismeretlen
fiiggvényt megtalaljuk.

Amint az a fizikai megfontolasokbol adodik, a keresett u (x,t) fliggvény
kielégiti a

Pu 0%

o~ ox?

(1.1)

3
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masodrendd parcialis differencidlegyenletet, ahol ¢ > 0 egy konstans. A
fenti (1.1) differencidlegyenletet a rezgs hur differencidlegyenletének hivjuk.
Ahhoz, hogy ebbdl a har helyzetét leird u (x,t)-t megkapjuk, még tudnunk
kell a hur alakjat a t = 0 id6pontban. (Fent feltettiik, hogy ez az x-tengely
[0,1] intervalluma, de lehet helyette barmely f (z) fliggvény is.) Tovabba
sziikkséges még tudnunk, hogy a ¢ = 0O-ban a hir egyes pontjait milyen
sebességgel mozditottuk el az u tengely irdnyaba. Vagyis a % = 2%
differencialegyenletnek adottak az

{ %L(Lx, 0)=f(x) kezdeti feltételei.
otl@o) = 9 (¥)

Egy keriileti feltétel: u (0,t) = u (l,t) = 0 Vt-re. Fent hasznéltuk a %_1; =)
jelolést.

1. DEFINICIO: Altalaban, ha F egy fiiggvény és H az értelmezési tarto-
manyanak egy (nem tires) részhalmaza, akkor F'| g jelenti az F' megszoritasat
H-ra. Vagyis F|g egy olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya H

és az F|y fliggvény a H halmazon megegyezik az F' fliggvénnyel. Ha példaul
a H egy egyelemii halmaz, H = {P}, akkor az F|p = F(P).

Tehat meg kell oldani a
Pu 0%

—_— = —
ot? Ox?
differencidlegyenletet az

u(x,0) = f(z),u (2,0) =g (z) ésu(0,t) =u(l,t)=0

feltételek mellett.

1.1.1. I. megoldas David Bernoullitdl:
A megoldast kereshetjiik u (z,t) = X (x) T (t) alakban. Ekkor % = X" (z) T (t)
és % = X () T" (t) . Ezeket az egyenletbe visszairva kapjuk, hogy X (z)T" (t) =

C?X" (z) T (t), vagyis:

") _ 2 X'(@) _ o
T(t) X () '
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Ugyanis az egyenlet bal oldala csak ¢-t6l, jobb oldala csak z-t6l fiigg, amibdl
adodik, hogy 6k ugyanazzal az allandoval egyenldk, amit fizikai okbol ne-
gativnak kell feltételezniink. Igy tehat két kozonséges differencidlegyenletet
kaptunk.

(1) T =-0o & (2 G =-a

Vagyis:

(1) T'"#t)+a?T(t)=0, & (2) X" (x)+ (% X(x)=0

n

altaldnos megoldasok. Innen:

u(e,t) = X () T (1) = (Acos (at) + Bsin (ozt)l\(C cos <%:c) + Dsin (%x) )

T(t) )

Tudjuk,hogy u (0,t) = (Acosat + Bsinat) C = 0. Innen C' = 0, masrészt
u(l,t) =0 = (Acosat + Bsinat) Dsin (21) , igy sin ( %l) = 0, amibdl

=~
km

Ebbdl lathato, hogy

u(z,t) = Zsin (kTﬁx) {Ak - cos <k%t) + B, - sin <k%t)}
k=1

Az {Ap},_, és {By},_, egyiitthatokat a kezdeti feltételekbdl, pontosab-
ban az f (x) és a g(z) fliggvények tiszta szinuszos Fourier-soranak segitségé-

vel allithatjuk els. Mivel u (x,0) = f (z) és u (z,0) = §1Ak sin(%z) igy Ay,

az f (z) figgvény [0,!] intervallumon vett tiszta szinuszos Fourier-soranak
k-adik egyiitthatoja. Masrészt,

ug (z,t) =

(L

a
(— Aoy sin agt + B, oy, cos agt) sin (—kx> )
c

Helyettesitve t = 0-at és felhasznalva, hogy sin(0) = 0;cos(0) = 1 kap-
juk, hogy



FEJEZET 1. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

w (2,0) = :élakBk sin (k—ﬁx)

z g9 (x).

Tehat meg kell hatarozni a g (x) fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sorat.
A [0, 1] intervallumon legyen ez

A S axBusin (%2) = g (2) és a9 (2)
dik, hogy By, = by. Tehat By, = % =

ar  kem”

73:) egyenletekbdl ado-

1. PELDA: Legyen az uy = c2ug.-ben szereplé ¢ = 1. A 20 cm hosszi két
végén rogzitett hiart megfeszitjiik tgy, ahogyan az abra mutatja, és azutan
elengedjiik. Hatarozzuk meg a hir mozgasat leird u (z,t) figgvényt!

0.50m - /
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Megoldas:

Mivel a hurt magéara hagytuk (nem adtunk neki kezdeti sebességet), ezért
a hir kezdeti sebessége 0. Tehat g (z) = 0. Innen Vk > 1-re By = 0, hiszen
a g (r) = 0 fiiggvény szinuszos Fourier-sora minden by egytitthatoja 0 lesz.
Az { A} egytitthatok kiszamolasahoz meg kell hatarozni az

0,05z, ha 0 <z <10
ro={

1—-0,05z, hal0 <z <20 (1.2)

tiszta szinuszos sorfejtését!

20
A, = 2ff( ) sin B ady = f() 05z sin (42 2) dx+20f —0,052) sin 2Z2zdr =

40 k7r
(e )2 sin o5
(A hidnyzo részletszamitasok Sch. 328.oldalan talalhatok.)
Tehat:
x40 | km km k:7r
u(x,t) = 121 12,3 il - Co8 2—015 sin 507
Vagyis:

u(z,t) = 4—(2](%COS (20 ) sin (27:) ) —

_i 3T 37r +i 5 57r _ )
5 cos 20 sin 20 = cos 20 sin 20

1.1.2. II. megoldas D’Alambert-t6l

A ?;2 = 0267“2‘ egyenletre az u (x,0) = f(x); at ‘(:BO = g(2); u(0,t) =

u(l,t) =0 feltetelek mellett D’Alambert megoldasa azon az észrevételen
alapul, hogy ha wu; us : R — R kétszer differencialhato tetszéleges fiiggveé-
nyek, akkor az

u(x,t) =u (x +ct) +us (v — ct)

mindig kielégiti a rezgé hir Wu =c? 59; parcialis dlfferen(:1alegyenletet

Ugyanis: hau (z,t) = uy (x + ct)+us (x — ct) , akkor & |, = cuf (z + ct)—
cuy (x — ct) . Tovabba

a2u 2. 1 2. 1
5 @y = ul (x4 ct) + ufy (z — ct)
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Masrészt: 3% = u} (z + ct) + uh (z — ct) és

u
Ox?
A fenti két egyenletbdl adodik:

=uy (x + ct) + uy (z — ct)

0u
5 | @

Ekkor tehat a feltételekbdl kell meghataroznunk az w;, us fliggvényeket.
Megoldds: Az u(x,0) = f(x) ésu; (x,0) = g (x) kezdeti feltételek esetén

2701, .1 " 282u
=cuy (x4 ct) +uy (x —ct)] =c 2 }(m)

az
u(z,t) =ur (x + ct) + us (x — ct)

egyenletbe t = 0-t irva u (z,0) = uy (z) + ug () .
Ha az
u(z,t) = ur (x + ct) + us (x — ct)

kifejezést t szerint derivaljuk, majd ¢ = 0-t helyettesitiink, akkor

= ey = et () — e (2)

Tehat kapjuk, hogy
f@)=u(2,0) =ui () +uz () & g(z) =u(2,0) = c(uy () —uy (2))

igy

{U’l(fEHUé() ()}

uf () — v () = 2

egy kozonséges differenciadlegyenlet rendszer, melynek megoldasat tanultuk
(77, fejezet).

Alkalmazva a tanult modszert adodik, hogy

ur (s)=1f(s)+=fg(r)dr+A
0
uz (s) = 3. ( —%£ T)dr + B
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Ebbél kapjuk, hogy A + B = 0 kell legyen. Igy tehat:

u(z,t) = w(r+ct)+u(z—ct)==[f(x+ct)+ f(x—ct)]+

x+ct

% g(r)dr

xr—ct

N —

Vegyiik észre, hogy ebben a levezetésben mem hasznaltuk azt a keriileti
feltételt, hogy w (0,t) = u (I,t) = 0, tehat a fenti levezetés "végtelen hosszit”
hur esetén is miikodik.

2. PELDA: Tekintsiik megint az el6z6 példat, és oldjuk meg D’Alambert
modszerével. A hir kezdeti alakjat az abra mutatja. Elengedve a hurt adjuk
meg a hir mozgasat leir6 u (x,t) fiiggvényt.

y = 0.05z y=1-0.05z

0.5d

10cm 20cnf

Megoldas:
0.05x ha 0<2<10
we ) =+ =0l anot f = { PO e BEr UL

nek a kiterjesztése a szdmegyenesre:

Y

21 3 4
T I A x
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Tehat azt, hogy 10 idSegység mulva az x = 2 cm-ben mi lesz a hur
kitérése ugy hatarozzuk meg, hogy:

u(2,10) =

[f(12) — f(=8)] = 1—-0.05-12—- | —0,05-8

f(12) f(=8)

DO =
N | —

1
= 5[1+0.4-0.6/=04

1.1.3. A Bernoulli és a D’Alambert-féle moédszerek o0ssze-
hasonlitasa

A Bernoulli-féle modszernél mind a kezdeti feltételeket: u(x,0) = f(z),

u (x,0) = g (x), mind a kerileti feltételeket: u(0,t) = u(l,t) = 0 felhasz-

naltuk. A D’Alambert-féle modszernél azw (z,t) = 3 [f (z + ct) + f (x — ct)|+
T+ct

= [ g(7)dr megoldést kaptuk pusztén a kezdeti feltételek figyelembevéte-
T—ct

lével. Hogy a megoldés a kertileti feltételeknek is eleget tegyen az f és a

g figgvények értelmezését ki kell terjeszteni a [0,]-r6] R-be a kovetkezd
képen:

Adott a grafikonon lathato fiiggvény, melynek a [0, /] intervallumhoz tar-
tozo darabjat az origora tiikrozziik. Az igy kapott [—[,[]-en értelmezett
fiiggvényt 2/ szerint periodikusan kiterjesztjlik a szdmegyenesre.

y elészor is adott ez a fv.

J/
| |
TR} S B R B TRNE TR T
N 7\/ a4 l/\/

ez az origéra tiikkrozott iv

A D’Alambert médszerrel kapott megoldas miikodik végtelen hosszi hur
esetén, amikor természetesen nincs az u (0,t) = u (I, t) = 0 kertileti feltétel,
és az f, g fliggvények az egész szamegyenesen adottak.

A D’Alambert formula egy bonyolult formulat ad, amely tartalmazza a
hullamok Gssze-vissza ver6dését mind a két hatéarnal (x = 0 és o = [)-nél.
Valasszunk egy konkrét (z, to) pontot, amely az dbrén at = —1 (z — x9)+to
ésat= % (x — xg) + to egyeneseken fekszik.
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—22\ ~1 / 7\ 2 3l

$0_0t0x0—0t0+2l 4l_$0_é€8+6t0

Ez azért fontos, mert az x + ¢t = const; és az ©x — ¢t = const, alakua
fiiggvények egyenesek. FElGszor azt szeretnénk tudni, hogy mivel egyenld
f (zo + ctp). Ez abbol adodik, hogy:

ro = clo—f(—z)  —f(-x+2)-f(-z+4)

|
—/ 10 2z/ 3l\4l z

f(z+20) flz—21) xo+ cto

Tehat f (zg + cto) = —f (4l — xg — cto) és ugyanigy f (zo — cto) = f (xg — cto + 21).
(A 4l — ¢ —cty és az xo — cto+ 2l argumentumok mér a [0, []-bsl vannak.)

Tehat
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1 1
u (l’o,to) = §f ([L’() — Ct() + 2[) — §f (4l — Ty — Cto)

—l 0 !
1
+o /g(y+21)dy+/—g(—y)dy+/g(y)dy
r—ct :l 0 D
i 0
21 3 x+ct
+/—g(—y+2l)dy+/g(y—2l)dy+ / —g (—y+4l)dy
1 2 3
0
x+ct
Kihasznélva, hogy [ g(y+20)dy= [ g(s)dsés [ —g(—y+4l)dy =
x—ct 2l+x—ct 3l
s=—y+4l, y 3l zy+ cto | Aimmocto
[ ds = —dy, s 1 Al—wxg—cty | { g(s)ds.
Tehat
1
u (zo,t0) = 5 (f (o — cto +21) — f (4l — 29 — ctg)) +
1 1 4l—x9—cto
+2—C / g(s)ds+ / g(s)ds
2l+x0—cto 1
1 1 4l—xo—ctg
= §(f(x0—ct0+2l)—f(4l—:c0—ct0))+% / g(s)ds
2l+xo—ctg

Ez azért hasznos, mert (zg — cto + 21), (4l — xq — cty), (4l — xo — cty) és
(20 + xg — ctp) a [0,]] intervallumboél vannak. Nagyon fontos, hogy ez a
formula arra a partikularis (xg, to)-ra vonatkozik, amelyet a legutolso6 abra
mutat. Attol fliggSen, hogy hany "visszaverGdéssel” juthatunk egy (z,t)
pontbol a [0,!] intervallumra, felosztjuk a {(z,y) : 0 <z <1[,0 <y} savot

x+ct =kl

vt =kl } alaki egyenesekre.
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Az el6z6 feladat (zo,to) pontja a satirozott (2,3) tartomanyban volt,
mert az x —ct = kl egyenesek iranydban ketts, az x+ct = kl egyenesek ira-
nyaban harom tiikrozédése van. Tehat ezen (2, 3) tartomanyban 16v6 bér-
mely mas (z,t)-re az u (z,t) is az 3 (f (zo — cto + 20) — f (4l — zo — cty)) +

2l4+xo—cto
ban az explicit formula kiillonb6z6 lesz.

Ezzel befejeztiik az uy = *ugy, u (z,0) = f(z), u (x,0) = g (v) kezdeti
és u (0,t) =u(l,t) = 0 keriileti feltételd egyenlet vizsgalatat.

4l—x9—cto
3% [ [ g(s)ds| explicit formuléval szdmolhato, de mas tartomanyok-

1.1.4. Végtelen hosszi hir esete

Mostantol az u (0,t) = u (I,t) = 0 keriileti feltételt elhagyjuk. Marad az a
végtelen hosszi hiur esete, vagy ugy is felfoghatjuk, hogy a hullam egyenlete.
Uy = Uy, u(2,0) = f(2), u (2,0) =g (z), v € R.
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Mint kordbban a D’Alambert mddszernél lattuk, ennek megoldasa:

z+ct

(f(a;+ct)+f(a;—ct))+2ic/g(s)ds

r—ct

N | —

u(z,t) =

3. PELDA: Ha f (z) = 0 és g(z) = cos z, akkor

1 1
u(x,t) = 2% (sin (z + ct) —sin (z — ct)) = . cos x sin ct.

(Hasznaltuk a sin (o + ) — sin (o — §) = 2 cos asin 3 Osszefiiggést.)
4. PELDA: Tekintsiink egy végtelen hosszi hurt, amelyet harom ujjunkkal

lefogunk a (—a,0); (a,0); (0,b) pontokban, majd elengedjiik. irjuk fel a har
mozgasat leiro u (z,t) fiiggvényt.

b— "t ha|z) <a

Megoldas: Ekkor f(z) = { a és g (r) =0, hiszen a

0 ha |z| > a
hart magéara hagytuk. A keresett u (x,t) fiiggvény:

1
u(z,t) = 3 [f(x+ct)+ f(z—ct)],
melyet a 1.1.4 abrak szemléltetnek:

5. PELDA: Kalapécsiités:
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x
x
x
X
u
—a a

N

ez a kalapécs nyele

A hur az z tengelyen fekszik, és képzeletben réavagunk egyet a kala-
paccsal. Az iités kozéppontja az x = 0. A kalapacsiités a t = 0-ban az

|z| < a pontoknak g (x) = 1 sebességet ad, a tobbi pontnak nem ad sebes-
séget. Irjuk fel a hur alakjat leiré u (x,t) fiiggvényt!
Megoldas:
o |1, halz|<a
ro=vg@={y el

1
u(x,t) = % / g(s)ds= e {hossza az: (x — ct,x + ct) N (—a, a)-nak} .



16 FEJEZET 1. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK
Ekkor

1
u (x, ﬁ) = — {hossza az: (m — g, x+ 2) N (—a,a) —intervallumnak} )
2c 2c 2 2
Ez kiilonboz6 |z] < $-re; & < < re és x > 32,
A hullamegyenlet megoldasanak

z+ct

(f(x+ct)+f(x—ct))+%/g(s)ds

r—ct

N —

u(z,t) =

alakjabol latszik, hogy az (xq,0) beli kezdeti feltétel hatasa ¢ sebességgel,
vagy legfeljebb ¢ sebességgel terjed.

1.2. Hoévezetés egyenlete

1.2.1. Ho&vezetés véges hossziisagu radban

Képzeljiink el egy rudat, melynek mindkét végét 0°C-os vizzel telt hatalmas
tartalyokba tették. A rad hossza [. Ugy képzeljiik, hogy a rid az x tengelyen
van, és bal végpontja a zérus pont.

A rad kezdeti hémérsékletét az f (x) fliggvény adja meg. Adjuk meg
az u (x,t) fliggvényt, amely a rad hémérsékletét irja le az = pontban ¢ id6
mulva. A kezdeti h6mérsékletet t = O0-ban a 1.2.1. 4bra mutatja. Mivel a h§
a melegebb helyrsl dramlik a hidegebb felé, ezért az dbra altal szemléltetett
allapot az id6 mulaséval valtozik. Egy adott x pontban a radnak néha ma-
gasabb, néha alacsonyabb a hémérséklete az id6 el6rehaladasaval. Hogy egy
adott = pontban ¢ id6 mulva mért u (x, t) hdmérsékletet meghatarozhassuk,
fel kell hasznalni azt a Fouriertsl szarmazo észrevételt, hogy a héterjedést
az

up = kg, (0<x<[;0<t)

méasodrendd parcialis differencidlegyenlet irja le. (Ennek levezetését meg-
talalhatjuk Simonyi Kéaroly: A fizika kulturtorténete cimii konyvében.) A
kezdeti feltétel a rad hémérséklete a ¢ = O-ban, vagyis u (z,0) = f(x). A
keriileti feltétel pedig abbol adodik, hogy a riid két vége olyan nagy 0°C-os
vizet tartalmazo tartalyokban van, melyeket a radbol aramlé hé nem tud
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nagyon nagy tartalyok

hémérsk

- N

0°C-os viz

rud

17

0°C-os viz

felmelegiteni. (Ezért kell, hogy a tartélyok nagyon nagyok legyenek.) Tehat
a kerileti feltétel: u(0,t) = u (I,t) = 0. Vagyis:

Uy = Ky, O<zx<l,0<t
u(0,t) =u(l,t) =0
u(z,0) = f(z)

Ezt a problémat is a Fourier-sorok hasznélatéval oldjuk meg. (A hévezetés
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elméletét Fourier alkotta meg, és a réla elnevezett sorokat pontosan ezen
probléma megoldasa céljabol vezette be 1822-ben.)

Megoldds: Az ismeretlen u(x,t) fiiggvényt, csakigy mint a rezgd hur
esetén

w(z,t) = X () T (t)

alakban keressiik. A levezetés koveti a rezgd hur differencidlegyenletének
levezetésénél alkalmazott lépéseket. Vagyis:

T/ X//
T = < = — )\ = konstans.
Innen:
T = —-XkT = T (t) = Ae M.
Tovabba:

—X"(x)=2X(z), O0<z<l

-re és X (0) = X (I) = 0. Ez pontosan az a probléma, mint ami a rezgé hur
esetén fordult el6. Amint ott lattuk, ennek megoldéasa:

nmwx

Tehat ,
o0 nm nmwx
u(z,t) = §1An6_(7) M sinT
feltéve, hogy

f(x)= OgolAn sin ?

az f (x) fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sora. Az

Uy = kg, 0<zx<l,0<t)
u(0,t) =u(l,t)=0
u(z,0) = f(x)

problémat tehat ugy oldjuk meg, hogy az f (z) fiiggvényt tiszta szinuszos
Fourier-sorba fejtjiik a [0,{]-en. (Ezt mar gyakoroltuk a rezgd hur esetén.)
Innen nyerjiik az {A,} -, egyiitthatokat, majd ezek segitsegével felirjuk az
u (x,t) képletét az {A, }-nek értékeinek behelyettesitésével az

nwx

) o\ 2
u(z,t) = Z_)lAne_(T) M sinT
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Osszefliggésbe.
nm nmx

AN, = (7)2 szamokat sajdtértékeknek az X, (r) = sin (T) fiiggveé-
nyeket pedig sajdt fiigguényeknek hivjuk. Az ok erre az, hogy ha A egy az
R — R-be képezs kétszer folytonosan differencialhatéd fiiggvényeken értel-

mezett Gn. operator, melyre
Ag=—g",

akkor ezzel a jeloléssel
AX, = X,

Vegyiik észre, hogy A-nak végtelen sok sajatértéke van:

7T2.47T2.97T2.
l_2’l—2’ l—27....

Be lehet latni, hogy A-nak csak ezek a sajatértékei.

Uy = klgy, 0<xz<I,0<t)
6. PELDA: Oldjukmega{ u(t,0)=u(l,t) =0 fel-
u(z,0) = f(z)

) | 20z ha 0 <z <5
adatot, ha [ = 10 ¢s f (z) —{ 200 — 20¢ ha5 <z < 10
(1.1.2.1. abra.)
Legyen k = 1. Vagyis t = 0-ban a rtd kozepén a hémérséklet 100°C-os, és
a vége felé linearisan csokken 0-hoz.

Megoldds: Tiszta szinuszos Fourier-sorba kell fejteni az f (z) fiiggvényt.

Vagyis meg kell talalni az { A, } , értékeket, melyekre f (x) = _1An sin **

nmwxr

o%~3

(0 <z <1). A korabbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy A, = % f () sin “Fzdw.

> 5
1 1
Ap = g/QOI sin %xd:c + 5 /(200— 20z) sin %xdm =
0 5
_ g 2sin(y) ero;mr cos (%) 2002 sin(nm) 4 na Czosz(n_;) f2sin(y)
n=m 2

_ SW ("), (13

n2m2
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y = 20x

100

0, ha n = 4k

1, han=4k+1
0, han=4k+2 &
-1, han=4k+3

800 |sin Ty sin(273) sin(£75) sin(2%.7)
flo) =50 [0gE _ SnEO | Y _ mFFD

Mivel sin "—2“ =

Hasznalva az

00 e\ 2
u(z,t) = Z_)lAne_(T) M sinnlﬂ

Osszefiiggést kapjuk:

e ()
o t) = o W engy T g
~(36)" guex
e sin($55)
— - ]
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1.2.2. Fourier- transzformalt

A k('jvetkezé probléma megoldéséhoz a Fourier transzforméltat hasznaljuk,

T st

Legyen f : R — R, amely folytonos (ez nem sziikséges, csak azért tessziik

fel, mert Lebesgue integralt még nem hasznéltunk), tovabba [ |f (z)|dz <

— 00

o0. Az f (x) Fourier-transzformaltja:
FIIW =90 = [F®e ™t

Emlékeztetiink, hogy i az imaginarius egység (i2 = —1).

1. Belathato, hogy g () korlatos és folytonos az R-en, és lim ¢ (\) = 0.

[A|— o0

2. Ha f’ folytonos, és f f'(z)dx < oo, akkor F'[f'](A) = i F[f] (M),
és igy Vn-re F [ f(™] (>\) = (i\)" F [f] (\) teljesiil, ha f™ folytonos, és
f f™ (2)dx < oo.

1.2.3. Hovezetés végtelen hosszi riidban

Az egyszertiség miatt legyen k = 1 a hévezetés u) = ku”_, egyenletében. Igy
a kovetkez6 probléméat vizsgéljuk:

{ul’t:u”m —oco<zT<ooést>0 }

u(z,0) = f(x)

Tegyiik fel, hogy f |f (z)| dz; f |f' (x)| dz; és f |f” (x)| dz improprius

integralok mind leteznek. (f € C*(R)). A feladat megoldasat azon u (z,t)
fiiggvények korében keressiik, melyekre u € C? (vagyis kétszer folytonosan
differencialhato) és

(i) Ve € Rere [ |u(z,t)dx; [ |u) (z,t)|de; [ |ug, (z,t)]de < cc.
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(i) Azu (z,t) fiiggvénynek minden [0, r| intervallumon van n egy (t-t61 fliggetlen)

integralhato majoransa g (x) azaz |u; (z,t)| < g (x) és f g (z)dr < oo.

Megoldas:
Vegyiik az u; = u”, mindkét oldalanak z-szerinti Fourier-transzforméaltjat:
[e.e]

v(\t) = [u(z,t)e ™ de = F [u]. Ezzel

—00

Fluy] = /ut (z,t) e dx = %/u (z,t) e dx = v] (\, 1),
chhez kellett a fenti (ii) feltétel az u (z,t)-re. Mivel F [u?,] = —X?v (A, t),

igy kapjuk VA-ra a t valtozot tartalmazo kdzonséges differencidlegyenletet:

v] (A t) = =220 (\ 1)
0) = Of flz)eede (- melyre ez egy Cauchy feladat.

Ennek a t valtozora vett Cauchy feladatnak a megoldasa:
v (A1) = e / f(x) e ode = MR [f] (M)

2
El6z6 tanulmanyainkbol tudjuk, hogy F [e‘“xz] = \/ge_i_a. Az a =
helyettesitéssel kapjuk a kovetkezét:

[2\/_] (A) = e,

Ezt felhasznalva a v (A, t) = eV f f(x) e rdy = e F[f] (\) szdmola-

sédnal adoédik a kovetkezd:

Flul(A) =v (A1) =
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(ahol a konvolicid [h = g] (z) = [ h(u)g(z — u)du.)
Tehat -

o0

1 z?
T —v)dv.
N e f(r—v)dv

—00

u(x,t) =

Tehat a Fourier-transzformalt segitségével a parcidlis differencidlegyenlet
megoldasat kozonséges differencidlegyenlet megoldéasara vezettiik vissza.
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