Feladatok a Diffrenciadlegyenletek V. témakorhoz

1. Oldjuk meg a kovetkezs kezdeti érték feladatot:

/" 1 /
:—7 023, 0:1
y'= s v y'(0)

2. Ha egy rudat az = abszcisszaju keresztmetszetében adott f(z) fiigg-
vénnyel aranyos hajlitonyomaték terhel, akkor a rud sulyvonalanak
alakja a terhelés utan az alabbi differencialegyenletbdl szamithato:

y//
(EATIREE
Hatarozzuk meg a rud alakjat ha a nyomaték eloszlas

flz)=1-x
és a kezdeti feltételek
y(0) =/(0) = 0.

3. (a) Oldjuk meg a kiils6 erd nélkiili csillapitatlan szabad rezgés dif-
ferncialegyenletét
my" +ky =0 (1)

mint hidnyos masodrendii differencidlegyenletet!

(b) Oldjuk meg az (1) egyenletet mint masodfoku linearis egyenletet
a két héttel ezeltt tanult technikaval (melyben a karakteriszti-
kus polinom gyokeit kerestiik meg és ebbdl felirtuk az altalanos
megoldast).

(c) Mutassuk meg, hogy a két eredmény ugyanaz.

4. Hatéarozzuk meg az altalanos megoldasat a kovetkezd masodrendi dif-
ferencidlegyenleteknek. A megoldasokat elég implicit alakban meg-
adni.

(a)

(b)



(c)
yy// + (y/)2 -1

5. Oldjuk meg a kovetkez6 méasodrendii differencialegyenleteket: zy” —

y/ = 3.

6. Oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket:
(a) 2z cosy + [2ycosy — (2° + y*) siny]y' = 0,
(b) zdy + ydx =0,
)
)

(c
(d

T 0y
Z2+2Y T m

2z(siny + 1) + 2% cosy -y = 0.
Eredmények

1. A differencidlegyenlet mindkét oldalat kétszer = szerint derivaljuk:

1
f = dr = arcsinz + C,
Y /\/l—x2 !

Yy = /(arcsinx + C)dzx = arcsinz +V'1 — 22 + Cyz + Cs.
Behelyettesitve a kezdeti feltételeket kapjuk, hogy

3=y(0) = 1+C;
1=14¢'(0) = arcsin0+1

Vagyis
Cl =1és CQ = 2.

Tehat a kezdeti érték feladat megoldasa:
y = arcsinx +vV'1 — 2?2 +x + 2.

2. A masodrendd egyenletiinkbdl hianyzik az y. Tehat amint elGadason
tanultuk, ekkor a p = p(x) @ valtozot behozzuk az y’ helyére. Vagyis

px) =y (z) &s p'(x) = y"(x).



Az 4j valtozoval az egyenletiink alakja atrendezés utén:

i = | s
[ fade = F@)

jelolést, az integralas elvégzése utdn kapjuk, hogy

p

V14 p?

Bevezetve az

=F(z)+ .

Innen p-t kifejezve:
F( ) +
\/ |~ (F(z) +C—1)°

Hasznéalva, hogy v’ = p kapjuk, hogy

dx. (2)

Abban a specialis esetben amikor f(z) = 1 — z integralassal kapjuk, hogy
x
F(z)+a :x(1—§)+cl.

Ekkor tehéat
, z(1— %) + ¢

y=p= -
\/1—(x(1—§)+cl)

Hasznélva az y'(0) = 0 kezdeti feltételt és azt hogy egy tort pontosan akkor
egyenl6 nullaval amikor a szamléloja nulla adodik, hogy

C1:0.

Ezt helyettesitve (2)-ba és kihasznalva, hogy y(0) = 0:

dt.

/\/1—152 1— 1)
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> yri=x->int ((t* (1-t/2))/(sgrt(1-t~2*(1-t/2)"
2)) ,t=0..x);

~x

o

(> plot(y(x),x=0..1);
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1. abra. Az y(z) = [ \/%dt fiiggvény grafikonjanak lerajzoléasa
2

t=0



Ez azonban egy un. elliptikus integrdl amit nem lehet elemi fiiggvényekkel
kifejezni. Azonban le tudjuk rajzolni szamitogéppel (1. 1. abra).
3a. Az (1) differencialegyenletet atrendezve és az el6adason latott

k
Wy =\ —
m

jelolést alkalmazva a megoldand¢é differencialegyenlet:

!

Yy = —wpy. (3)

Az el6adéson ez volt a 3. eset, amikor is az egyenletben nem jelenik meg
expliciten az x. Ekkor mint az eladason tanultuk az

dp

!/ _ l/:_
Y =p=py), v =P

helyettesitést alkalmazhatjuk. Ezzel a (3) egyenletet a
p-p = —wiy (4)

alakra hozzuk. Itt p’ = 3—1; azt jelenti, hogy a p = p(y) figgvényt az y
mint fiiggetlen véltozod szerint derivaljuk. A (4) egyenlet szétvalaszthato
valtozoju. Atszorzunk a (4) egyenletben dy-al, hogy megkapjuk a

p-dp=—wjy - dy.

Integralas utan kapjuk, hogy:

%pz = —%(2)y2 + Ch.
Vagyis
% =y =p==1h/2C, — wjy?
Ez tehat a

dy
i + /20, — wiy?. (5)

egy szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenlet. A fenti differencialegyen-
letben dt-vel atszorozva ésy/2C, — wiy? atosztva adodik, hogy

dy
V20 — wiy?

5

= +dt.



Hasznalva, hogy

dx = arcsinz + C

1
V1—a?

kapjuk, hogy a differencidlegyenlet megoldésa:

wfl sin(wo(t + Cs)). (6)

y:

(Az utolso el6tti egyenletben akar melyik elGjelet vessziik az lényegében
ugyanazt a fenti eredményt adja csak a plusz elGjel esetén vett Cy kons-
tansnak a minusz elGjel esetén az a C} konstans felel meg amire: wyCh =
woCs + . De ez teljesen lényegtelen hiszen a Cy egyszertien csak egy kons-
tans).

3b. Tekintsiik most az (1) egyenletet mint masodfoku linearis egyenletet.
ElGszor is felirjuk a karakterisztikus polinomot:

mr® —k = 0.
Hasznalva az wy := k/m jelolést, a gyokok:
r1:i~w0, o =1 - Wp-
Tehat az altalanos megoldés:
y = ¢1 cos(wot) + 2 sin(wot). (7)

3c. A (6) egyenletben a jobb oldalon emeljiink ki+/c? + c3-et. Ekkor
kapjuk, hogy

Yy =+/c? +c3- cos(wot) + sin(wot) (8)
AVAS R /—Cl s /—C1 T

Vegyiik észre, hogy a

. (&) C1
Vat+aVa+a
vektor hossza egységnyi. Ezért 1étezik egy olyan 6 szog amire v = (cos 6, sin 6).
Vagyis erre az 6 szogre:

C2 ) .
cosf) = ———— és sinf =

(&1
Va4 A3 VEFE



Ezt behelyettesitve a (8) formulaba:

y =4/ + - (sinf - cos(wpt) + cos B - sin(wpt)) .

-~

sin(64wot)

Hasznalva a dy :=+/c3 + ¢3 és a dy := 0 /wy jeloléseket:

y = dy sin(wo(t + dz)). 9)
V201

wo

Ez pedig dy = ¢y és dy = ugyanazt adja mint (6).

day = Cy(x + Co)?3,

4b.3x = 4(/y — 2C — 1)\ /C1 +/y + (%,

de.(z + Cy)° —y? = C.

boy=%2 4+ 92 +0-2.

ba. Azy = Z—z—et felirva és dz-el mindkét oldalt beszorozva kapjuk, hogy
az egyenlet

2z cosy dr + [2ycosy — (¢° + y*)siny| dy =0
——

/

-~

M (z,y) N(z,y)

alakt. Mivel

— = — = —2zsiny

ezért a differencialegyenlet ekzakt tehat van olyan F' : R? — R fiiggvény,
amelyre

grad(F) = (M, N).

Vagyis
oF oF
— =M — = N.
Ox ’ dy
Ezért
Pag) = [ M(a.g)do -+ hiy) = 2% cosy + h(y). (10)

A h(y) fiiggvény abbdl az egyenletbdl hatarozzuk meg hogy: 88—5 = N.
Vagyis:
— = —a%siny + R/ (y) = 2ycosy — (2 + y*)siny.

dy ~—
N




Innen
R (y) = 2ycosy — y*siny.

Innen:
h(y) = y* cosy.

Ezt vissza helyettesitve (10)-be adodik, hogy:
F(z,y) = (* + y*) cosy.

Vagyis a differencialegyenlet altalanos megoldasa:
(2% 4+ y?) cosy = Const.

6b. xy = Const
6c. arctan £ = Const.
6d. 22siny + siny = Const.



