Feladatok Differencialegyenletek II. témakorhoz

1. Hatarozzuk meg a kovetkezs els6rendi linearis differencidlegyenletek
altalanos megoldasat!

(a)

xT

Yy —y=e "
(b)

y’—g:x2+3x—2.
x

2. Tekintsiik az
Y — 2y = 3¢

differencialegyenletet.

(a) Hatérozzuk meg az irdnymezdt!

(b) Az irdnymez6 vizsgalata utan adjuk meg, hogyan viselkednek a
megoldasok nagy t esetén!

(c) Hatarozzuk meg a differencialegyenlet altalanos megoldasat és
vizsgaljuk meg, hogy ez hogyan viselkedik, ha t — oo!

3. Hatarozzuk meg a kovetkezd kezdeti érték problémék megoldasait!

(a)
y —y=2e* y(0)=1

ty +2y=t"—t+1, y(1)=1/2, t>0

(c)

ty +(t+1)y=t y(n2)=1, ¢t>0

4. A feladat (a), (b) és (c) pontjaiban dy/dt = f(y) alaka differencial-
egyenletet tekintiink. Mindegyik esetben elszor rajzoljale ay — f(y)
fiiggvény grafikonjat, hatarozza meg a kritikus (egyenstlyi) pontokat,
és osztalyozza mindegyiket mint asszimptotikusan stabil Lyapunov
stabil vagy instabil. Rajzolja le a fazis vonalakat és rajzolja le né-
hany megoldas gorbéjét (kozelitSleg) a ¢,y sikon.



dy/dt =y(y—1)(y —2), y(0) =90 >0
dy/dt =e’ —1, yo€R

dy/dt = —2(arctg y)/(1+4°), wo €R
A kovetkezé tételt tanultuk az eladéason:

1. TETEL: Tegyiik fel, hogy mind az f mind a 0 f /9y folytonos fiigg-
vények egy olyan o < t < 3,7 < y < ¢ téglalapon, amely tartalmazza
a (to,yo) pontot. Akkor van olyan (ty — h,to + h) C («, 3) interval-
lum, amelyben a kovetkezd kezdeti érték probléma megoldésa létezik
és egyértelmii:

y/ - f(ta y)a y(tO) = Yo. (1>

. A kovetkez6 harom problémaban hatérozzuk meg a ty siknak azon
részeit, ahol a tétel feltételei teljesiilnek.

@ v =5
In
(b) y/ = 1,titj{l/2
() ¥ = (£ +y°)°?

Daniel Bernoulli 1760-ban mar hasznalt matematikai modszereket a
himlé terjedésének vizsgalatara. A kovetkezs két feladatban egyszert
modelleket latunk erre a problémara. Hasonldé modelleket hasznalnak
a rémhirek terjedésének modellezésére és bizonyos ara cikkek terjedé-
sének vizsgalatara.

. Tegyiik fel, hogy valamely populacio két részre oszthato: azokra akik
megkaptak egy bizonyos betegséget és képesek megfertézni masokat,
és azokra akik a betegséget még nem kaptak meg de hajlamosak arra,
hogy a betegséget megkapjak. Az utobbiaknak a teljes populéciéhoz
viszonyitott ardnyat nevezziik x-nek és az el6bbinek a teljes populéci-
6hoz viszonyitott aranyat y-nak. Tehat x +y = 1. Tegyiik fel, hogy a
betegség azéltal terjed, hogy egészséges és beteg egyének talalkoznak
és a betegség terjedésének dy/dt sebessége aranyos ezen talalkozéasok
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szamaval. Tegytik fel, hogy az egészséges és beteg emberek szabadon
mozognak egymas kozott, tehat az egymassal valo taldlkozasaik szama
aranyos z - y-al. Mivel x = 1 — y kapjuk, hogy

dy/dt = ay(1—y), y(0) = vo,

ahol a > 0 ardnyossagi tényezs és yg a beteg egyének aranya a teljes
populéaciéban kezdetben.

(a) hatarozzuk meg az egyenstlyi allapotokat és osztalyozzuk ket
aszerint, hogy asszimptotikusan stabil vagy instabilak-e.

(b) Oldjuk meg a fenti kezdeti érték problémat és ezaltal igazoljuk,
hogy az el6z6 pontban levont kévetkeztetéstink helyes volt. Bi-
zonyitsuk be, hogy

lim y(t) =1
t—o0
vagyis a betegség az egész populaciot megfertszi.

. Bizonyos betegségek (pl. tifusz) tobbnyire hordozok altal terjednek,
vagyis olyan személyek altal, akik terjesztik a betegséget de a betegség
szimptomai nem latszanak rajtuk. Jelentse x azon egyének aranyat
az egész populacidohoz viszonyitva akik megkaphatjak a betegséget (de
most még teljesen egészségesek) és legyen y a hordozok aranya az egész
populaciohoz. Tegyiik fel, hogy a hordozokat felfedezik és eltavolitjak
a populaciobol [ sebességgel. Vagyis

dy/dt = =5 -y. (2)

(IdGegység alatt az akkor éppen létezd hordozok f-ad részét eltavolit-
jak) Tegyiik fel, hogy a betegség terjedése aranyos z - y-al (vagyis a
hordozok és a megfertézheté emberek szabadon talalkoznak egymas-

sal). Az az
dx/dt = —axy. (3)

(a) Az (3) egyenletet megoldva hatérozzuk meg y-t mint a ¢ fiiggvé-
nyét feltéve, hogy kezdetben y(0) = yp.

(b) Az el6z6 pont eredményét hasznalva oldjuk meg a (3) egyenletet
feltéve, hogy z(0) = x.



(c) Hatarozzuk meg a populacié azon egyéneinek az aranyat akik
sohasem kapjak meg a betegséget azaltal, hogy kiszamoljuk a

lim z(t)

t—o00

hatarértékét.



Eredmények és megoldasok

Ezek az egyenletek

v +p()y=q(x) (4)
alakt egyenletek, melyeknek megoldasat a kovetkezSképpen kapjuk:

Yiait = Ynait + Yip (5)
vagyis a (4) inhomogén egyenlet altalanos megoldéasa y; 4+ egyenls az

Y+ p(z)Y =0 (6)

homogén egyenlet altalanos megoldasa Y, 4 plusz a (4) inhomogén egyenlet
egy partikularis megoldéasa y; .
1. (a) Itt p(x) = —1; ¢ (z) = e *. A megoldés két lépésbal all:

1. lépés: A homogén rész az Y/ — Y = 0 diff.egyenlet szétvalaszthato val-
tozoju és megoldasa: Yy, . = C' - €.

2.1épés: Most keressiik az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat,
Yip-t. Ehhez meg szeretnénk hatarozni egy olyan C (z) fiiggvényt,

amelyre
y=C(z)-¢
megoldasa az vy — y = e " egyenletnek. Vissza helyettesités utan
kapjuk, hogy C(z) = —4e 2 egy ilyen fiiggvény, tehat
X 1 —T
Yip=C(x) "= ——c".
2
Vagyis
X 1 —T
Yiait = Ynau + Yip = ¢ €+ —5°
Yh,ait
Yi,p

(b) Itt p(z) = —%; ¢ (x) = 2® + 3z — 2. A megoldas két 1épésbal all:

1. 1épés: A homogén rész az Y'— % = 0 diff egyenlet, amely szétvalaszthato
valtozoja és megoldasa: Yy, 4 = C - .



2.1épés: Most keressiik az inhomogén egyenlet egy partikuléris megoldasat,
y; p-t. Ehhez szeretnénk hatarozni egy olyan C (z) fiiggvényt, amelyre

y=z-C(x)
megoldasa az y' — £ = x* + 3z — 2 egyenletnek. Mivel 3 = C'(z) +
xC’ (), ezt behelyettesitve az ' — £ = 2 + 3z — 2 egyenletbe kapjuk,

hogy
C(z) +2C" (z) — C (x) = 2* + 31 — 2.

Innen: C (z) = % + 3z — 21n |z| (itt nem kell feltiintetni az integral-
bol adodo konstanst, mert csak egy partikularis megoldast keresiink).
Tehat y;,, = x - C(x) = % + 322 — 2xIn|x|. Igy az (??) egyenlet
altalanos megoldéasa:

3
x
Yiait = Ynat +Yip =C- T+ 1 + 32% — 2z 1n ).

J

A
Y, a1t ~
Yi,p



[> ode := Dy)t) - 2*y(t) = 3*exp(t);
i

ode:=D(y)(H-2uhH=3e

[> with(DEtools):
> DEplot(ode, y(t), t=-1..1, y=-3..3);
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1. abra. Megoldas a MAPLE hasznéalatéaval

(b) lim y(#) = oo.
(c) y(t) = —3e' + C - *.

3. (a)
y(t) = (2te" — 2¢' + 3) €'
1, 1, 1 1
t) = ~t* — ~t —
) =38 =3t 5t e
1 et
H=1—-42—
y(t) s 2
4. (a)

e R e e e e g



[> plot(y*(y-1)*(y-2),y=-1..3,color=black);
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2. abra. Ha f(y) > 0 akkor y(t) névekvé, ha f(y) < 0 akkor y(t) cstkkend

(b) y = 0: instabil
(c) y = 0: asszimptotikusan stabil



5. ()2t+5y>00r2t+5y>0
(

b) 1 —y?>00rl1—t2—942<0
(c) Mlndenutt teljestilnek a feltételek.
6. (a)

> nlotiv¥{1-y).v=-1_2 color=hiack):
[t AR S i A ik 2

Yz0: unsteble
- Yzd: $talolo

3. abra. Ha f(y) > 0 akkor y(t) névekvé, ha f(y) < 0 akkor y(t) cstkkend

(b) v =10/ [yo + (1 — yo)e™*]

7. (a) y = yoe
(b) @ = zoexp [—ayo(l — e™?") /3]
(c) xoexp [—ayo/ ]



