10.

11.

Feladatok és megoldasok a 6. heti eladshoz
Epitokari Matematika A3

Ha E(X) = 1 és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg

(a) E[(2+ X)),
(b) D?(4 + 3X)
értékét.
Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok p varhatéd értékkel és

o szérassal. Hatarozzuk meg

X1+ X+ + Xy —np

Vn-o

Y, :
varhaté értékét és szérasat.

Egy kisvéros négyzet alaki, mely négyzet oldalai 3 kilométer hossziak. A véros (0, 0) ko-
zéppontjaban van a kérhédz, és a véros utcai négyzethdlé-szertiek. Ezért ha a varos (x, y)
pontjan torténik egy baleset, a mentének || + |y| tdvolsdgot kell megtennie a balesettdl a
kérhazig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes eloszlasi helyen kovetkezik be, szamoljuk
ki a betegszallitas varhat6 hosszat.

Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszldsu valdszintiségi valtozok p varhatd értékkel és o
szérassal. Szamoljuk ki E[(X — Y)?] értékét.

. A zsebemben levé 1, 2, 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szdma fliggetlen Poisson(\) eloszlasu

valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg apropénzem értékének varhato értékét és szérasat.

Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok kozos p varhatéd értékkel, de kiilonbozo
ox ¢és oy szoérasokkal. p értékét nem tudjuk, és egy mintavatel alapjan az X és Y silyozott
atlagaval szeretnénk becsiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — A\)Y becslést fogjuk adni, vala-
milyen A paraméterrel. Hogyan valasszuk A-t, hogy a becslésiink szorasa minimélis legyen?
Miért érdemes ezt a A-t haszndlnunk?

Egy hibédtlan érmével dobunk haromszor. Jelolje X illetve Y a dobott fejek illetve irasok
szamat. Szamoljuk ki a Z := XY valdszintiségi véaltozd varhatod értékét és szorasat.

Szamitsuk ki az n-edrendii p paraméteri binomialis eloszlas standardizéltjat n — oo esetén
p=0.4, p=0.02 illetve p = 0.96 esetekben.

Mennyi annak a valészintisége, hogy 6 000 kockadobas soran el6fordulé hatosok szama 970 és
1050 kozé esik?

Egy gyar adott tipusi termékei egymastdl fiiggetleniil elfogadhaté mindéségliek 0.95 valdszi-
niiséggel. Becsiiljiik meg annak valészintiségét, hogy a kovetkezd 150 termékbol legfeljebb 10
nem lesz elfogadhato.

Egy gyér két fajta érmét gyart: egy igazsdgosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet.
Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk igazsdgos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a
kovetkezd statisztikai tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legaldabb 525-
szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott,
akkor az érmét igazsagosnak tekintjiik. Mi a valdszintisége, hogy a tesztiink téved abban az
esetben, ha az érme igazsdgos volt? Es ha hamis volt?
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Hatarozzuk meg azt a k egész szamot, amelyre igaz, hogy annak a valdszinlisége, hogy 400
érmedobds soran a fejek szama 195 és k kozé esik, kb. 0.5.

Hanyszor kell egy érmével dobnunk ahhoz, hogy 0.95-nél nagyobb valészintiséggel a fej ered-
mények szdma a dobédsok szdmanak 47%-a és 53%-a kozé essen?

Domotor rulettezik a kaszinéban. Minden egyes korben 10 petdkot tesz ‘piros’-ra. 100 jaték
utédn 300 petdk a vesztesége. Jogos-e a gyanuja, hogy svindliz a croupier? (A rulett-korén
Osszesen 37 mez6 van 0-t6l 36-ig szdmozva. Ezek kozil egy (a 0 jeli) zold, a fennmaradé
36-bol pedig 18 piros és 18 fekete.)

Egy szabdlyos érmét 40-szer feldobunk, és X-szel jeloljiik a kapott fejek szamat. Hatarozzuk
meg annak valészintiségét, hogy X = 20

e a binomidlis eloszlas segitségével,

e a DeMoivre-Laplace tételt haszndlva. Ez utébbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 <
X < 20.5}, ami persze nem szdmit amig X-et binomidlisnak (azaz egész értékiinek)
tekintjik, de fontos lesz a DeMoivre-Laplace tétel alkalmazasaval.

Egy nagyvaros lakossaganak dltalunk ismeretlen p hanyada dohanyzik. Ezt a p héanyadot
akarjuk kozelitéleg meghatarozni egy mintaban megfigyelt relativ gyakorisaggal, a kovet-
kez6 médon: megkérdeziink n véletlenszeriien kivalasztott lakost és megallapitjuk, hogy ezek
kozott k allitja, hogy dohdnyzik. A nagy szamok torvényébol tudjuk, hogy ha n elég nagy,
akkor az empirikusan megfigyelt p’ : = k/n relativ gyakorisdg igen nagy valdszintiséggel jol
kozeliti a az igazi p hanyadot. Milyen nagynak kell n-et vélasztanunk, ha azt akarjuk elérni,
hogy az empirikusan megfigyelt p’ relativ gyakorisdg legalabb 0.95 valészintiséggel 0.005 hi-
bahataron beliil kozelitse a valédi (ismeretlen) p hdnyadot? Mésszéval: hatarozzuk meg azt
a legkisebb ny természetes szamot, melyre igaz, hogy hogy barmely p € (0, 1)-re és n > ny-ra

P{|p' — p| < 0.005} > 0.95.

Mennyi a valdszinlisége annak, hogy 50 darab fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintliségi
véltozé Gsszege a [0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valtozo eloszldsa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes;

(b) f(x) = 2x strtségfliggvény szerint alakul?

Becsiiljik meg annak val6sziniségét, hogy 10000 kockadobds osszege 34 800 és 35200 kozé
esik.

Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobasok oOsszege meghaladja a 300-at.
Becsiiljik meg annak valészintiségét, hogy legaldbb 80 dobésra van ehhez sziikség.

Adott 100 égénk, melyek élettartama egymastol fliggetlen exponencidlis eloszlasi, 5 6ra
varhato értékkel. Tegytik fel, hogy az égoket egymdas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt,
amelyik kiégett. Becsiiljik meg annak valdsziniiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikodo
égoénk.

Az 20. feladatban most tegyiik fel, hogy minden égé6 kicserélése fiiggetlen, a (0, 0.5) interval-
lumon egyenletes eloszlasu ideig tart. Becsiiljitk meg most annak valészintiségét, hogy 550
ora elteltével mar az Osszes égo kiégett.



Eredmények
1.(a) E[2+ X)) =E[4+4X + X?| =4 +4EX) +D*(X) + [E(X)?=4+4-1+5+1* = 14.
(b) D?(4 +3X) =3%-D?*(X) =3?-5=45.

2.
Xi+Xo+---+ X, — E(X E(X 4+ E(X,) —
B(v,) = (et o Xz B RERG) £ £ B Zoe_
Vn-o Vn-o
Xy + Xo 4 -+ X, — np 1
D%(Y, :]D)2< ! ): DXy 4+ Xy 4+ X, —
%) vn-o no? (Xt Koot ni)
1
= —  [D*(X1) + D*(Xy) + -+ + D*(X,)] = 1.
no

3. Felteheto, hogy a baleset helyszinének X és Y koordindtai egymastoél fiiggetlen, egyeletes elosz-
lastak a (—1.5, 1.5) intervallumon. Ezért a betegszéllitas varhaté hossza

1.5
1 211.5
E(1X]| + [Y]) = E(IX]) + B(Y]) = 2- / ol sdr=4- 2| = 15km
0
—1.5

4. A 7 .= X — Y valtozo varhato értéke nulla, ezért

E[(X — V)2 = E[(2%)] = D*(Z) = DX(X — Y) = DX(X) + D*(—Y) = D*(X) + D*(Y) = 202

5. Legyen X; az i forintos érmék szama a zsebemben, és Y az érmék Osszértéke. Ekkor

EY)=E(1-X,+2-Xy+5-X5+10- X9+ 20 - Xo9 + 50 - X50 + 100 - X109)
= (1+2+5+10+ 20+ 50+ 100) - A = 1882,
és
D*(Y)=D*1-X;+2-Xo+5- X5+ 10 X19 + 20 - Xog + 50 - X50 + 100 - X100)
= (12 + 2% + 5% + 10 + 20% 4 50° + 100%) - A = 13030,
a sz6rds tehat kozelitsleg 114v/\.

6. Nyilvanvald, hogy Z = AX +(1—\)Y becslésiink varhato értéke minden A-ra p lesz. \ vélasztésa
a szoérasnégyzetet fogja befolyasolni:

D*(Z) =D*AX +(1=NY) =X -0% +(1 - \)? 0}

Ez a kifejezés A-nak méasodfoki polinomja, melyben A\? egyiitthatéja pozitiv. Ezért a minimum
ott éretik el, ahol a 2(c% + 0%)\ — 20% derivdlt értéke nulla, azaz A = 0% /[c% + 0% esetén.
Ez a kombindacié a szorasnégyzetekkel forditott aranyud sulyt ad a valtozdkra, és ennek a linearis
kombinacioknak lesz legkisebb a szérasa, azaz ez adja a legmegbizhatébb becslést a varhaté értékre.

8. Az eloszlasfliggvényt DeMoivre-Laplace tétellel kozelitve
X — _ _
F(z) =P{X <z} = IP’{ L S L } ~ cb(w)
Vnp(l=p) = /np(1 - p) np(1 — p)

x—0.4n
_ q><—), ha p = 0.4,
V0.24n b

z — 0.02n
q><—), ha p = 0.02,
/0.0196n b

x — 0.96n
c1><—), ha p = 0.96.
V0.0384n P




9. A hatosok X szédma binomidalis, n = 6 000 és p = 1/6 paraméterekkel. DeMoivre-Laplace tétellel

— -1 X — 1 1 — 1
P{970 < X§105O}:]P’{970 6 000 /6 6000 - /6 050 — 6000 /6}

,/6000- & -2 1/6000 - & ,/6000- ¢ -2

X —6000-1/6

1.5
\/6000- %3

$(1.73) + $(1.04) — 1 ~ 0.9582 + 0.8508 — 1 = 0.809.

~ ]P’{—l.04 < < 1.73} ~ ®(1.73) — B(—1.04)

10. Az elfogadhaté termékek X szama binomidlis n = 150 és p = 0.95 paraméterekkel. A keresett
valoszintliség

X —150-0.95 _ 139 —150-0.95 }NP{ X 15009 31}
V150-0.95-0.05 ~ v/150-0.95-0.05) ~  \/150-0.95-0.05 —
~1— ®(—1.31) = &(1.31) ~ 0.9049.

P{X > 139} = ]P’{

11. Tgazsdgos érme esetén a fejek szdma binomidlis, n = 1000 és p = 1/2 paraméterekkel. Tesztiink
téved, ha a fejek X szdma 525-nél nagyobb-egyenl6. Ennek valdszintisége

— 1000 - 1/2 525 — 1000 - 1/2

1/ 1000 - 1/ 1000 -

Hamis érme esetén a fejek szdma binomialis, n = 1000 és p = 0.55 paraméterekkel. Tesztiink téved,
ha a fejek X szama 525-nél kisebb. Ennek valészintisége

P{X > 525} = IP’{ } ~ 1 — ®(1.58) ~ 0.057.

X — 1000 - 0.55 - 925 — 1000 - 0.55
V1000 - 0.55-0.45 /1000 - 0.55 - 0.45

P{X < 525} = ]P’{ } B(~1.59) = 1 — B(1.59) ~ 0.056.

12. 400 érmedobés sordn a fejek X szdma binomiélis(400, 1/2) eloszldsi. Annak valdszintisége,
hogy X 195 és k kozé esik,

195-400-1/2 _ X —400-1/2 _ k—400-1/2
]P’{195§X§k;}:]}»{ 95 — 400-1/ 00-1/ 00 /}

JAoo- 1.1 0011 4001

~ @(k _10200> —B(—0.5) = <I><k 10200> +3(0.5) — 1= 0.5,

amibol ¢ <k 200) = 1.5 —®(0.5) ~ 0.8085. Az eloszlastabldzatot visszafelé hasznélva kapjuk, hogy
k=200 ~ (.87, azaz k ~ 209.

13. Ha n-szer dobunk, akkor a fejek X szdma binomidlis(n, 0.5) eloszlastu. A feladat szerint

047n—05n X —0.5n <0.53n—0.5n}
vVn-05-0.5 \/n 05-05 " v/n-05-0.5

< 0.06\/5} — ©(0.061/n) — B(—0.06v/n) = 20(0.06/n) — 1.

0.95 < P{0.47n < X < 0.53n} - ]P’{

—0.5n
vn-0.5-0.5

Ebbdl ®(0.06y/n) > 0.975, ezért 0.064/n > 1.96, avagy n > 1067.11, tehat 1068 dobds sziikséges.

{ —0.06y/n <



15. A keresett valdszintiség pontos értéke

P{X = 20} = <38) : (%)QO : (%)20 ~ 0.1254.

DeMoivre-Laplace tétellel

195-40-1/2 _ X —40-1/2 _ 20540 1/2}

Jort e e

~ $(0.16) — (—0.16) = 29(0.16) — 1 ~ 0.1272.

P{X =20} = P{19.5 < X < 20.5} = ]P{

Megjegyzés: a k egész szam (k — 0.5, k + 0.5) intervallummal vald helyettesitése az eddigi felada-
toknal nem volt lényegbe vago, de ott is pontosit egy picit a DeMoivre-Laplace tétel alkalmazasan.
Ennél a feladatnal azonban ez a triikk a megoldas lényege.

17.(a) Az egyenletes eloszlasu valtozé véarhaté értéke 0.5, és szérasa /1/12. Ha Sjq jeloli az 50
darab fliggetlen verzié osszegét, akkor a centralis hatareloszlas tétel szerint

S50 — 50 - 05 30—50~0.5}

V50 - 4/1/12 7 /50 - 4/1/12

P{Ss < 30} = {

Ss0 — 50 - 0.5
~P <245 D(2.45) ~ 0.9929.
{Ja5 s s200p = 2em)

(b) Ebben az esetben az X valdszintiségi véltozé varhaté értéke és masodik momentuma

1 1

2 1
E(X):/x~2xdx:§, E(XQ):/x2-2xda::§,

0 0

szérasa tehat D(X) = /E(X?) — [E(X)]2 = 1/1/18. A fenti szdmolds most {gy alakul:

Ss0 = 50-2/3 _ 30—50-2/3}

V50 -4/1/18 = /50 - \/1/18

P{Ss < 30} = P{

S0 =50:2/3 _ Y\ oo o0 e
{\/_ \/W 2} B(—-2) = 1 — B(2) ~ 0.0228.

18. Legyen X egy kockadobas eredménye. Ekkor

6
1 7 1
E(X)= - = — E(X?) = 2. - —
( ) ,226 9’ ( ) ZZ 6 G

amib8l D?(X) = 91/6 — 49/4 = 35/12. Jeloljiik S-sel a 10000 dobds dsszegét, ekkor

34800 — 10000 - 7/2 — 10000 - 7/2 35200 — 10000 - 7/2}

/10000 - 35/12 \/10000 35/12 /10000 - 35/12

< S —10000-7/2 < 1'17}

~ /10000 -35/12 —

~ ®(1.17) — B(—1.17) = 20(1.17) — 1 ~ 0.758.

P{34800 < S < 35200} = {




19. Legalabb 80 dobésra van sziikség akkor és csak akkor, ha az elsé 79 dobés 0sszege nem haladja
meg a 300-at. A fenti varhato értékkel és szorassal

Srg —T9-7/2 _ 300 —79-7/2
V79-35/12 ~ /79 -35/12

20. Akkor és csak akkor van 525 6ra utan miikodo égonk, ha a 100 ég6 Sygo egyiittes élettartama
nagyobb 525-nél. Mivel egy égé véarhaté élettartama és szérdsa egyarant 5 ora (exponencidlis
eloszlas esetén e ketté megegyezik), ennek valdsziniisége

P{S7 < 300} = IP{ } ~ $(1.55) ~ 0.9394

-1 . 25 -1 . —1 .

> —_— >
V100 - 5 V100 - 5 V100 -5
~1— ®(0.5) ~ 0.3085.

P{Sig0 > 525} = IP{

21 Minimalis hibat kovetiink el, ha a legutolso égo kiégése utan is beszamitunk egy cserélési idot az
Osszes ég6 tizemidejébe. Ekkor ha X; az i-dik égé iizemideje a fenti exponenciélis(1/5) eloszlassal,
és Y; a kicserélésének ideje, akkor 100 darab fiiggetlen Z; = X; +Y; valdszintiségi valtozd Osszegével
kell szamolnunk. Barmelyik ilyen valtozéra

E(Z) =E(X;) +E(Y;) =5+ 025 =525 D*Z;) =D*X;) +D*(Y;) = 25 + 0.5%/12 ~ 25.02.
Az 6sszes ég6 kiégett, ha a Z;-k Sigp Osszege kisebb 550-nél, melynek valdszintisége

S100 — 100 - 5.25 - 950 — 100 - 5.25
v/100 - 25.02 v/100 - 25.02

Megjegyezziik, hogy a centralis hatareloszlas tétel kozvetleniil is alkalmazhaté lenne a 100 darab
X; és 99 darab Y; S osszegére. Ekkor S varhaté értéke 100-5+99-0.25 = 524.75, és szérasnégyzete
D?(S) = 100 - 25 + 99 - 0.5%/12 ~ 2502.06. Ezekkel az adatokkal a centrélis hatdreloszlds tétel a
kovetkezdképpen néz ki:

P{Si0 < 550} = P{ } ~ &(0.5) ~ 0.6915.

S —524.75 - 550 — 524.75
Vv2502.06 Vv2502.06

Az altalunk hasznalt eloszlastablazat pontossdga nem jeleniti meg a két ®-érték kozotti kiilonbséget.

P{S < 550} = IP’{ } ~ $(0.5048) ~ 0.6915.



