Feladatok és megoldasok a 4. hétre
Epitokari Matematika A3

. Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 darab eldontendd kérdésre kell valaszolnia.
Az anyagbdl valami kicsi dereng, ezért kicsit tobb, mint 50%-os, mondjuk olyan 60%-os
valészintiséggel ir jo véalaszt egy-egy kérdésre. Milyen valészintiséggel megy at, ha a ketteshez
8 j6 vélasz kell?

. Egy tesztrendszerii vizsgandl minden didknak 20 kérdésre kell igennel vagy nemmel felelni.
Tegyiik fel, hogy egy vizsgazo az egyes kérdésekre egymastol fiiggetlentil 0.7 valészintiséggel
tudja a helyes valaszt, 0.1 valoszintiséggel azt hiszi, hogy tudja a helyes vélaszt, de téved, 0.2
valoszintiséggel nem tudja a helyes véalaszt, és ennek tudataban van. Ha a vizsgazé tudja,

hogy egy kérdésre nem tudja a helyes vélaszt, akkor taldlomra ir igent vagy nemet i — 1
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valészintiséggel. Mennyi a valészintisége annak, hogy a vizsgazoé legalabb 19 kérdésre helyesen

valaszol?

. Egy 5 kérdéses feleletvalasztos teszten, ahol mind az 5 kérdésben 3 lehetséges valasz koziil kell
a helyeset kivalasztani, mi a valdszintisége, hogy egy didk 4 vagy 5 helyes vélaszt ad pusztan
talalgatassal?

. Egy kommunikaciés csatorna 0 vagy 1 szamjegyeket tud tovabbitani. Sajnos a hélézati za-
varok miatt minden szémjegy tovabbitdsiba (egymétdl fliggetlentil) 0.2 valdsziniiséggel hiba
csuszik. Tegytik fel, hogy egy fontos 0-1 informéciot szeretnénk a csatornan atkiildeni. Hogy
a hiba esélyét csokkentsiik, a 0 helyett 00000-t kiildiink, és az 1 helyett 11111-et kiildiink,
a vételi oldalon pedig ,,tobbségi értelmezést” alkalmazunk. Mi a valdszinlisége, hogy ilyen
modon az adatatvitelbe hiba cstszik?

. Egy rozsomadk elindul a szamegyenes origdjabdél. Minden lépésnél 1/2 valdsziniiséggel jobbra,
1/2 valészintiséggel balra 1ép, az eléz6 1épéseitd] fiiggetleniil. 20 1épés megtétele utén

(a) Milyen valészintiséggel lesz a 0-ban?

)
(b)
)
)

Milyen valdszintiséggel lesz az 1-ben?

Milyen valészintiséggel lesz a (-2)-ben?

(c

(d) Milyen valészintiséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolsé elétti 1épés utan a (-3)-ban volt?

. Van két érmém, az egyik igazsidgos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom &ket
megkiilonboztetni 6ket egyméstol. A cinkelt érme 3/4 valdszintiséggel mutat fejet. Eléveszem
az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel az igazsigosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott
érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor mutatott fejet. Mi a valdszintisége,
hogy a cinkelt érmét vettem el6?

. Az A érme feldobasakor 0.4 valdszintiséggel kapunk fejet, a B érme feldobasakor ugyanez a
valészintiség 0.7. E két érme koziil egyet véletlenszertien kivélasztunk, és 10-szer feldobunk.

a) Filiggetlenek-e e dobasok kimenetelei egymastol?

(a)

(b) Mi a val6sziniisége, hogy pontosan 7 dobds lesz fej?

(c) Feltéve, hogy az elsé dobds fej, mi a valésziniisége, hogy az A érmével dobunk?
)

(d) Feltéve, hogy az els6 dobds fej, mi a valdszintisége, hogy Gsszesen 7 dobds lesz fej?

. Egy cég méagneslemezeinek 1%-a hibas. A cég e lemezeket 10-es csomagokban &rulja, és
visszavasarlasi garanciat vallal arra az esetre, ha egy dobozban egynél tobb a hibas lemez.
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11.
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(a) Mi a valdszintisége, hogy egy adott dobozban egynél t6bb lesz a hibas lemez?

(b) Ha valaki 3 doboz lemezt véséarol, mi a val6sziniisége, hogy pontosan 1 dobozt fog ga-
ranciaval visszavasaroltatni?

Egy tjsagarus 100 forintért veszi, és 150 forintért adja el az Ujsag darabjat. Viszont az el
nem adott tjsdgokat nem tudja visszavinni. Ha az Ujsag napi kereslete binomidlis eloszlasi
valésziniiségi valtozé n = 10 és p = 1/3 paraméterekkel, akkor hany jsagot érdemes naponta
beszerezni, hogy az tjsdgarus maximalizalja a varhaté hasznat?

Egy orszagban kozelitéleg 80000 hazassagkotés tortént a tavalyi év soran. Becsiiljik meg
annak valdészintiségét, hogy e 80000 par kozil legalabb egyre igaz, hogy

(a) a par mindkét tagja aprilis 30-4n sziiletett,

(b) a par két tagja ugyanazon a napon tnnepli a sziiletésnapjat.
Milyen feltevésekkel éltiink?

Egy 400 oldalas konyvben &sszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszertien elszérva). Mennyi a
valoszintisége annak, hogy a 13. oldalon tobb, mint egy sajtéhuba van?

Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlen-
szeriien valasztott siitiben legaldbb 0.99 valészintiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

A kocogj veliink mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A
palyat sajnos kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzok koziil
300-an talaltak magukban egy, 75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiik meg,
hogy koriilbeliil hanyan indultak a versenyen.

A roulette keréken 38 szam van: 1-t0l 36-ig, 0, és dupla 0. Ha Kovacs ar mindig arra fogad,
hogy az eredmény 1-t6l 12-ig terjed, mi a valdszintisége, hogy

(a) Kovéacs ur elveszti mind az 5 els6 fogadasat,

(b) el6szor a negyedik fogaddson nyer?

Egy urnaban 4 fehér és 4 fekete golyd van. Véletlenszertien kivalasztunk 4 golyot. Ha koziiliik
ketto fehér és ketto fekete, akkor megallunk, egyébként visszatessziik a golydkat, és tujra
hizunk négy golyét. Ezt folytatjuk egészen addig, amig a négy kihizott golyobdl pontosan
kettd lesz fehér. Mi a valdszintisége, hogy pontosan n-szer htizunk?

Egy dobdkockaval addig dobunk, mig 6-ost nem dobunk. Mennyi lesz a dobasaink szaméanak
varhato értéke? Es ha két kockaval dobunk addig, amig valamelyiken 6-ost nem dobunk?

Egy dobdkockaval addig dobunk, amig kétszer egyméas utan ugyanazt nem dobjuk. Mennyi
a dobédsok szdméanak varhaté értéke?

100 kulcsunk kozil csak 1 nyitja az eléttiink 1éve ajtét. A sotétben nem latjuk, hogy melyik
kulcsot prébaltuk mar ki, igy a préobalgatasok soran tobbszor is keziinkbe keriilhet ugyanaz
a kulcs. Mi a valdszintisége, hogy legfeljebb 50 probalkozassal kinyitjuk az ajtét? Es ha a
kiprobalt kulcsokat félretessziik?



19. Legyen X geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozd. Mutassuk meg szdmolés tutjan, hogy
(1) P{X=n+k|X >n}=P{X =k}.
A geometriai eloszlas értelmezése alapjan indokoljuk meg szoban is, hogy ez az egyenléség
miért igaz.

20. Blicc ir minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra
minden nap 0.2 valészintiséggel szall fel ellendr, és ilyenkor 0.95 valdszintiséggel elkapja Blicc
urat. (Az ellenér minden nap az addigiaktdl fliggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blice ur
villamosét. )

(a) Mennyi a valészintisége, hogy Blicc drnak ,szerencsés hete” van, azaz az 5 munkanap
egyikén sem kell blintetést fizetnie?
(b) Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

(c) Feltéve, hogy Blicc irnak szerencsés hete volt, mi a valésziniisége, hogy mind az 6tszor
volt ellendr a villamoson?

(d) Mi a valészintisége, hogy csiitortokon biintetik meg el6szor?

21. Egy orszdgban az ongyilkossagok gyakorisaga havonta és 100 000 lakosonként atlagosan egy
ongyilkossag.

(a) Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy az orszag egy 400000-res vérosdban 8
vagy tobb ongyilkossag torténik egy adott hénapban.

(b) Mi a valészintisége, hogy lesz legaldbb 2 olyan hénap az évben, amikor a varosban 8
vagy tobb ongyilkossag torténik?

(c) Ha foly6 hét szamoljuk az 1. hénapnak, mi a valdészintisége, hogy az els6 olyan héonap
amikor 8 vagy tobb ongyilkossag torténik a varosban az i-edik hénap lesz, i > 17



Eredmények

1. Legyen X a j6 valaszok szdma, mely egy binomidlis valoszinliségi valtozé n = 10, p = 0.6
paraméterekkel. A vélasz

P{X > 8} = P{X = 8} + P{X = 9} + P{X = 10}

10 8 9 10 9 1 10 10 0
(8> 0.6°-0.4" + <9) 0.6”-04" + 10 067 -0 0.167

(i) ’ (%>4 <§>1 i @) ' <%>5 ' @)0 ~ 0.045.

4. Az informaciot hibasan kapjuk, ha az 6tbdl legalabb harom bit megsérilt. Ennek esélye

5 5 5
(3) -0.2%.0.8% + (4) -0.24.0.8" + (5) .0.2°.0.8° ~ 0.058.

5.(a) Akkor és csak akkor lesz a 0-ban, ha a 20 1épése koziil pontosan 10 volt balra 1épés, és 10
jobbra 1épés. Ennek esélye (fg) . (%)10 . (%)10 ~ (0.176.

(b) Péros szdmu 1épés utan csak paros poziciéban lehet, ezért a vélasz nulla.

(¢) A (-2)-ben akkor lesz, ha pontosan 11-szer 1épett balra, és 9-szer jobbra. Ennek valdszintisége
(- ()" ()" ~0.160.
(d) Ha az utolsé el6tti 1épés utan (-3)-ban volt, akkor % eséllyel 1ép egyet jobbra, a (-2)-be.
6. Legyen X a dobott fejek szama, {C} pedig az az esemény, hogy a cinkelt érmével dobtam. Ekkor
P{X =25|C}-P{C}
P{X =25|C} -P{C} +P{X =25|C°} - P{C*}
FHOMIORS R
G- 73+ @765
Altaldnosan, 25 helyett n fejet dobva (0 < n < 30) a keresett valdszintiiség igy alakul:
3
3n + 230°

P{C| X =25} =

P{C|X =n}=
A fiiggvény grafikonjan n = 19 kornyékén a feltételes valoszintliségben egy elég éles atmenet
lathato.

7. Legyen X a dobott fejek szdma, F' az az esemény, hogy az els6é dobas fej, A és B pedig azon
események, hogy a megfelel6 érméket valasztottuk ki.

b
) P{X =7} =P{X = 7| A} - P{A} + P{X = 7| B} - P{B}

10 1 10 1
— .047-06% -2 -0.77-0.3% - = ~ 0.155.
(7) 0 0.6 2+(7) 0.7°-0.3 5 0.155

()

e}

P{FA} P{F|A}-P{A] ~ 4 os6a

4.1
FAIEY = BFy = B{FIA} - P{A} + P(F| B} B{B) 0414071 1




(a)

Egy fej dobds erdsiti a gyanut, hogy a B érmét hasznaljuk, mely viszont noveli az esélyét a
kovetkezo fej dobasnak. Ezért a dobasok nem fiiggetlenek. Lassunk erre egy szamolast:

Az el6z6 kifejezés nevezdjébdl P{F} = 0.55, azaz barmely rogzitett dobds 55% eséllyel
lesz fej. Azonban ha mar tudjuk, hogy az els6 dobas fej, az (c) szerint mddositja annak
valészintiségét, hogy melyik érmét hasznaljuk: P{A|F} = 4/11, P{B|F} = 7/11. Ezért
annak val6sziniisége, hogy a masodik dobds fej lesz (jeloljiik ezen eseményt F;-vel), ha az
elso fej lett,

4 7 13
IP’{F2|F}:IP’{F2|A}-IP{A|F}—|—JP’{F2|B}-IP{B|F}:O.4-ﬁ+0.7-ﬁ =5 ~ (.591.
Tehat az elsé dobas fej volta a méasodik dobas fej kimenetelének valdszintiségét 0.55-r61 0.591-

re novelte; a dobasok nem fliggetlenek.

A fiiggetlenség helyett az an. feltételes fiiggetlenség igaz: feltéve, hogy az A érmével dobunk,
a dobasok fiiggetlenek. Hasonléan, feltéve, hogy a B érmével dobunk, a dobasok fiiggetlenek.
A feltétel nélkiil azonban nincs fiiggetlenség.

Ha maér tudjuk, hogy az elsé dobés fej, az (c¢) szerint mddositja annak valészinliségét, hogy
melyik érmét haszndljuk: P{A| F'} = 4/11, P{B| F} = 7/11. Az els6 dobds utan hdtra van
még 9 dobasunk, melybdl Y = 6-nak kell fejnek lennie. Ennek valdszintisége

P{Y =6} =P{Y = 6| A} -P{A| F} + P{Y = 6| B} - P{B| F}

9 4 9 7
= .0.4%.0.6% - — .0.7%.0.32 . — ~0.197.
(6) T (6) 11

Legyen X az egy dobozban talalhatd hibas lemezek szama. Ekkor X binomidlis eloszldsu
valészintiségi valtozd, n = 10 és p = 0.01 paraméterekkel. A doboz visszakiildhetd, ha X > 1.
Ennek valészintisége

10 10
P{X>1}=1-P{X =0}-P{X =1} =1— ( 0 ) .0.010-0.9910—< ) ) :0.011.0.99% ~ 0.00427.

A dobozok egymastol fliggetleniil lesznek visszakiildhetok, a fenti valdoszintiséggel. Ezért a
valasz

G) -0.00427" - [1 — 0.00427)% ~ 0.0127.

9. Jeloljiik a beszerzett Ujsdgok szamat m-mel, az eladott ujsagok szamat X-szel, a keresletet
Y-nal. Ekkor

P Y, haY <m,
“|Im, haY >m.

Mivel Y binomiélis eloszlasti n = 10 és p = 1/3 paraméterekkel, X stlyfiiggvénye a kovetkezo:

== (1) () ()" mi<m
p(i) =P{X =i} = 10

pvzm =3 () G) ()" mi=m

Az djsagarus koltsége 100 - m forint, bevétele 150 - X forint, varhato nyeresége tehat

N =E(150 - X — 100 - m) = 150 - E(X) — 100 - m.

5



E(X) meghatarozdsdhoz felhasznéljuk a fenti stlyfiiggvényt:

IR (SO RO RS () RO RO

Adott m-re ez a formula egy konkrét szdmot ad, mellyel a varhaté nyereség kiszdmolhaté (kalku-
latorral, vagy pl. szamit6gépes matematikai rendszerrel). Az eredmények:

m|0| 1 | 2 | 3 | 4 [5] 6 | 7 | 8 | 9|10
N [0 ]47.4]81.79 [ 86.92 | 53.03 | -15 | -103.52 | -200.57 | -300.06 | -400 | -500

A legnagyobb varhato nyereséget tehat 3 jsag rendelése adja.

10. Feltessziik, hogy a hazasulandék mindegyike egymastol fiiggetlentl sziiletett az év barmely
napjan (szok6évekkel nem foglalkozunk).

(a) Annak valészintisége, hogy egy adott par mindkét tagja dprilis 30-an sziiletett p = 1/3652 ~
7.51-1075. Az ilyen parok X szédma tehat binomidlis eloszldsi, n = 80000 és az el6bbi p
paraméterekkel. A keresett valdsziniiség

]P’{X21}=1—IP’{X:O}:1—(80000)-( ! )0.<1 ! )8000020.451.

0 3652 3652

A szamolas sokat egyszertisodik, ha észrevessziik, hogy paramétereink alapjan a helyzet a Po-
isson kozelités tartomanyaban van: n nagy, p pici, és a kettd szorzata A = np = 80 000/365% ~
0.6. Ezért X eloszlasa Poisson eloszlassal kozelitheto:

P{X>1}=1-P{X =0} ~1—-e "0 ~0451,
hérom tizedes jegyig megegyezik a binomialis valészinliséggel.
(b) Annak valészintisége, hogy egy adott par mindkét tagja ugyanazon a napon iinnepli a sziile-
tésnapjat, 1/365. Az ilyen parok Y szdma most binomiélis, n = 80000, p = 1/365 paraméterii

valtozé lesz. Tovabbra is igaz, hogy n >> \ = np, igy a Poisson kozelités itt is alkalmazhato.
A fenti valészintiségek ebben az esetben:

80000 110 1 50000
P{Y >1} =1 —P{Y =0} = 1— (—)(1——) ~1—48-107%,
=1 Y =0} < 0 ) 365 365 8- 10

azaz = 1. Poisson kozelitéssel A = np = 80000/365 ~ 219.2,
P{lY >1}=1-P{Y =0} =1—-e?"?~1-649-10"%,
azaz = 1.

13. Az egy versenyzoben talalt kullancsok X szama Poisson eloszlast, valamilyen ismeretlen A
paraméterrel. Ha n versenyz6 indult, akkor a megadott adatok alapjan kozelitéleg P{X = 1} ~
300/n és P{X =2} ~ 75/n. A Poisson silyfiiggvény segitségével tehat meg kell oldanunk az

A 300

—_ e 2 _—

1! n

/\2

_ ef)‘ ~ E

2! n
egyenletrendszert. A mésodik egyenletet elosztva az elsével A\/2 ~ 1/4, azaz \ ~ 1/2. Ezért az elsd
egyenlet szerint n ~ 300 - e*/\ ~ 989.

14. Kovécs tr p = 12/38 = 6/19 eséllyel nyeri minden fogadédsat. Ezért
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(a) (1—p)° = (),
(b) (1—p)*-p= (1) 5.

15. Egy huzasnél annak valészintisége, hogy pontosan két fehér golyé lesz p = (3) . (3) / (i) = %.

Annak valészintisége, hogy n-szer hiizunk a geometriai eloszlds szerint (1—p)"~1-p = 1777118 /35™.
16. Egy kockdval dobva a dobasok szdma geometriai eloszlasi, p = 1/6 paraméterrel. A dobasok
szaméanak varhaté értéke 1/p = 6.

Két kockaval valamelyiken 6-ost dobunk akkor és csak akkor, ha nem igaz az, hogy mindkét kocka
6-ostdl kilonbozot mutat, azaz p = 1 — (%)2 = 11/36 valdszintiséggel. A dobdsok szama most
geometriai eloszlasu ezzel a paraméterrel, varhaté értéke 1/p = 36/11.

17. Az els6 dobas kivételével minden dobasnal fiiggetleniil 1/6 eséllyel dobjuk azt, amit az el6z6
dobésndl. Ezért az els6 dobds utani dobédsaink szdma geometriai eloszldsi p = 1/6 paraméterrel,
varhato értéke 6. Az elsé dobassal egyiitt varhatéan 7-et fogunk dobni.

18. Feltessziik, hogy a kulcsok probalgatasat fiiggetleniil és minden kulcsnak egyenld esélyt adva
végezziik. Ekkor minden prébandl 1/100 valdszintiséggel lesziink sikeresek. Az elsd 50 prébalkozas

nem sikeriil, ha 50-szer nem a megfelelé kulcs akad a keziinkbe. Ennek esélye (%)50, a valasz
tehat a komplementer esemény valdszintisége, 1 — (%)50 ~ (.395.

Ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik, akkor legfeljebb 50 probalkozasra kinyitjuk az ajtét, ha a
kulcsok véletlen kiprobalasi sorrendjében a megfelel6 kulcs benne volt az els6 50-ben. Mivel a
véletlen sorrendben ez a kules barhol egyenld eséllyel lehet, a valdszintiség most 50/100 = 0.5.

19. A feladat nyilvan k > 0 egészekre értelmes, ellenkezo esetben az egyenloség mindkét oldala
nulla. £ > O-ra

P{X=n+kés X >n} P{X=n+k}

P{X >n}  P{X >n}
_(Q=pFtep
- A-pr

Itt felhasznéltuk a geometriai eloszlas silyfiiggvényét, és azt, hogy P{X > n}, annak valdsziniisége,
hogy az els6 n kisérlet nem sikeriil, megegyezik (1 — p)™-nel.

A szobeli indoklas a kovetkezo: tegyiik fel, hogy az els6 n kisérlet kozil egy sem sikertilt. Ez
pontosan a baloldali feltételes valdszintiség feltétele. Az egyenléség bal oldala e feltétel mellett
annak valdszintisége, hogy innentdl szamolva a k-dik kisérlet lesz el6szor sikeres. A kisérletek
fiiggetlensége miatt ez a feltétel nyilvan nem szamit, és a feltételes valészintiség megegyezik annak
valoszintiségével, hogy ha elkezdjiik a kisérleteket, az elso sikert a k-dik kisérletnél latjuk. Ez utébbi
valészintiség szerepel a jobb oldalon.

Az (1) egyenlet a geometriai eloszlas drokifju tulajdonsagat fejezi ki: az a feltétel, hogy még nem jott
el a siker ideje, nem ad semmilyen informéciét arrél, hogy hany tovabbi kisérletet kell végezniink
az elso sikeres kisérletig, ez a véletlen szam ugyanolyan, mintha a kisérleteket tjrakezdtiik volna.

P{X=n+k|X>n}=

=1 —-pFt.p=P{X =k}

20. Blicc urat minden nap egymastol fliggetleniil p = 0.2 - 0.95 = 0.19 valdszintiséggel bilintetik
meg. Az 6t nap alatti biintetéseinek szama binomidlis eloszlasu a fenti p és n = 5 paraméterekkel.
Ezért

(a) P{X =0} = () - 0.19° - 0.81% ~ 0.349.

(b) P{X =2} = (}) - 0.19%- 0.81° ~ 0.192.



(¢) Legyen E az az esemény, hogy mind az 6tszor volt ellendr a villamoson, F' az az esemény,
hogy Blicc trnak szerencsés hete volt. Ekkor P{EF} = P{F | E}-P{E} annak valésziniisége,
hogy mind az 6tszor volt ellenér, de Blice ir mind az Otszor megiszta a biintetést, P{F'}-et
pedig az (a) részben kiszamoltuk:

P{F|E}-P{E} _0.05°-0.2°

~ ~287-1071°,
P{F} 0.349

P{E|F} =

(d) A hét els6 hdrom napjén Blicc tir nem kapott biintetést, a negyedik napon kapott. Ennek
valdszintisége (1 — p)? - p = 0.81%-0.19 ~ 0.101.

21. Feltessziik, hogy a lakosok egymastol fiiggetleniil, az év barmely idészakaban egyforma vald-
szinliséggel lesznek ongyilkosok.

(a) A 400000-res varosban varhatéan 4 ongyilkossag torténik havonta, ezért az ongyilkossagok
X szama Poisson eloszlasi A = 4 paraméterrel.

7 7T
: 4
p::IP’{XZ8}:1—ZIP>{X:j}zl—zﬁ-e 4~ 0.0511.
5=0 j=0
(b) Az ilyen hénapok Y szdma az évben binomidlis eloszlasu a fenti p és n = 12 paraméterekkel.
P{Y >2}=1-P{Y =0} —P{Y =1}

12 12
=1- (0) -0.0511° - (1 — 0.0511)"* — ( ) ) -0.0511" - (1 — 0.0511)" ~ 0.123.

(c) Az els6 ilyen hénap sorszama egy Z geometriai eloszlasi valtozd, a fenti p paraméterrel.

P{Z=i}=(1-p) ' -p=(1-0.0511)""-0.0511.



