5",

Feladatok és megoldasok a 10. hétre
Epitokari Matematika A3

Egy gyarban az 1. gépsor az id6 60%-aban, a II. gépsor az id6 70%-dban dolgozik egyméstél
fiiggetleniil. Mi a val6szintisége, hogy

(a) mindkét gép dolgozik,

(b)

(c) csak az egyik gép dolgozik,
(d) mindkét gép 4117

legaldbb az egyik gép dolgozik,

. Tegyiik fel, hogy egy csaladban minden gyermek 50% eséllyel lesz fit vagy lany, fiiggetlentil

a tobbi gyermektol. Egy 5 gyermekes csaldadban szamoljuk ki a kovetkezo valdoszintiségeket:
(a) Minden gyermek egyforma nemfi.
(b

)

) A harom id6sebb gyermek fit, a két fiatalabb gyermek lany.
¢) Pontosan harom fii van a csalddban.
)
)

(
(d
(e) Legaldbb egy lany van.

A két legidésebb gyermek lany.

Egy piros és egy zold kockaval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket: A ={a dobott
szamok Osszege T}, B ={legaldbb az egyik kockdn van hatos}, C' ={mindkét kockaval
paratlant dobok}, D = {a két kockaval kiilonb6z6 szamokat dobok}, E ={a zdld kockéaval
4-est dobok}.

a) Fliggetlenek-e egymastél az A és C' események?

(a)

(b) Kizardak-e az A és C' események?

(¢) Mennyi a B esemény val6szintisége?
)

(d) Hogyan viszonyul egyméshoz A és D? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a
valészintiségeikre nézve? Es fiiggetlenségilikre nézve?

(e) Fiiggetlenek-e egyméstol az A és E események?
(f) Mindezek alapjdn mutassunk példat olyan eseményekre, amelyek

i. fiiggetlenek, de nem kizaroak,

ii. kizaroak, de nem fiiggetlenek.

Egy piros és egy z0ld kockaval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket: A ={a dobott
szamok Osszege 7}, B ={a piros kockaval 3-ast dobok}, C' = {a z6ld kockaval 4-est dobok}.

(a) Fiiggetlenek-e az A és B események? Az A és C események? Hat a B és C események?
(b)

(c) Fiiggetlenek-e az A és a BN C események?

(d) Tehat: fuggetlenek-e az A, B, C' események?

Fiiggetlenek-e az A, B, C' események?

Egy szabalyos érmedobéds kimenetelét szeretnénk szimuldlni, de sajnos csak egy meglehetésen
gyanus kinézetl cinkelt érme all rendelkezésiinkre. Az érme feldobaskor p valdszintiséggel
mutat fejet, és bar p értékét nem ismerjiik, minden okunk megvan feltételezni, hogy p # 1/2.
Hogy mégis szabdlyos érmedobést szimulaljunk, a kovetkez6 algoritmus szerint jarunk el:
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6.

10.

11.

12.

) Feldobjuk az érmét.

) Megint feldobjuk az érmét.

3) Ha mindkét dobas fej, illetve ha mindkét dobds iras, akkor visszatériink az (1) lépéshez.
)

Ha a két dobas kiillonboz6, akkor a masodikat tekintjiik az algoritmusunk kimenetelének.

(a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyenlé valészintiséggel fog fej és irds eredményt adni.

(b) Lehetne-e egyszeriisiteni az algoritmust a kovetkez6képpen: egymds utan addig dobéljuk
az érmét, amig két egymast kovetd dobas kiillonbozo lesz, és az utolsé dobast adjuk meg
kimenetelként?

Egy cinkelt érme p valdszinliséggel mutat fejet feldobaskor. Az érmét egymas utan sokszor
feldobjuk. Mi a valdszintlisége, hogy az elsé négy dobas eredménye

(a) F7F7F7F?
(b) I, F, F, F?

(c*) Mi a valészintisége, hogy az (], F, F, F) sorozatot elébb fogjuk latni, mint a (F, F, F, F)
sorozatot? (Tipp: Hogyan torténhet meg az, hogy az (F, F, F, F') sorozatot latjuk
el6bb?)

Egy vetélked6n egy hézaspar alkot egy csapatot. Amikor a miisorvezet6tol egy eldontendo
kérdést kapnak, a férj és a feleség is egymastol fiiggetlentil p valosziniiséggel mondand a helyes
valaszt. Az alabbiak koziil melyik a jobb stratégia?

(a) Egyikiiket kijelolik, aki a méasikra nem hallgatva vélaszol a kérdésre, vagy

(b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, és ha egyetértenek vélaszolnak, ha pedig kii-
lonbozé a véleményiik akkor feldobnak egy szabalyos pénzt, hogy eldontsék melyikiik
véleményét fogjdk valaszolni?

. Az A, B, és C varosok kozott a kovetkezo utak éptltek: A — B, A— C, B — C. Egy téli

éjszakan mindharom utat egymastol fiiggetlentil p valdszintiséggel eltorlaszolja a hé. Mi a
valészintisége, hogy masnap reggel valamilyen tuton el lehet jutni A-bdl C-be?

. Az A, B, és C varosok kozott a kovetkezo utak éptiltek: A — B, A — B egy masik nyomvon-

alon is, B — C. Egy téli éjszakan mindharom utat egymastdl fiiggetlentil ¢ valdszinliséggel
eltorlaszolja a h6. Mi a valdszintisége, hogy masnap reggel valamilyen 1ton el lehet jutni

A-bél C-be?

Egy versenyen 6t noi és 6t férfi versenyzo indul. Tegytik fel, hogy nincs két azonos eredmény,
és mind a 10! sorrend egyforman val6szinii. Legyen X a legjobb ndi versenyzé helyezése.
(Példdul ha X = 1, akkor né lett a verseny gy6ztese.) Hatdrozzuk meg X sulyfiiggvényét,
azaz a P{X =i} valosziniiségeket, i = 1, 2, ..., 10.

Z’Q

Az X valészintiségi valtozé stlyfiiggvénye p(i) = &5, i = 1, 2, 3, 4. Hatdrozzuk meg X
varhaté értékét.

Albert és Béla a kovetkezot jatszak: Mindketten feldobnak egy dobdkockat, majd Albert
annyi forintot kap Bélatél amennyi a két kockan levé pontok kiilonbségének a négyzete. Béla
meg annyit kap Alberttol, amennyi a két kockan levé pontok Osszege. Melyikiiknek kedvez a
jaték?



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Egy sorsjatékon 1 darab 1000000 Ft-os, 10 darab 50000 Ft-os, és 100 darab 5000 Ft-os
nyeremény van. A jatékhoz 40000 darab sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy ara, hogy
egy sorsjegyre a nyeremény varhaté értéke a jegy aranak felével egyezzen meg?

Tételezziik fel a 700 Ft, 10000 Ft, 789 ezer Ft, és 535 millié Ft fix nyereményeket a lotton.
150 Ft-os jegyarral szamolva mekkora az egy lottdszelvényen varhaté nyereségiink?

Anna és Béla két kockaval jatszanak. Anna akkor fizet Bélanak, ha mindkét feldobott kockan
paratlan szam szerepel. Béla akkor fizet Annanak, ha pontosan egy kockaval paros szamot
dobnak. Ha mas eset fordul el6, egyikiik sem fizet. Milyen pénzosszegben allapodjanak meg,
hogy a jaték méltanyos legyen?

Legyen X egy dobdkockaval dobott szam. Mennyi X varhaté értéke és szorasa? Mi a helyzet
n oldali “kocka” esetén?

Egy iskolakirandulas soran négy busz széllitja adiakokat. A négy buszban 40, 33, 25, illetve
50 didk utazik. Vétlenszertien kivalasztunk egy didkot, legyen X az 6 buszaban utazo 0sszes
tanuld szama. A négy buszsofér koziil szintén egyet véletlenszertien kivélasztunk, legyen Y
az 0 buszan utazé tanulok szdma.

(a) Mit gondolunk, E(X) vagy E(Y') lesz nagyobb? Miért?

(b) Szamoljuk ki E(X) és E(Y) értékét.

(¢) Szamoljuk ki X és Y szérésat.

Egy dobozbdl, amiben 4 piros és 6 fehér golyd van, visszatevés nélkiil kihtzok 3 golyot. Jelolje
X a kihuzott piros golydk szamat. Hatarozzuk meg X eloszlasat, varhaté értékét, és szorasat.

Véletlenszeriien elhelyeziink egy huszart egy tires sakktabldra. Mennyi a lehetséges 1épései
szaméanak a varhato értéke? (A 8 x 8-as sakktdbla (i, j) négyzetén allé huszar egy lépésben
az (i+1,j+2), (i—1,j+2), i—2,j+1), (i—2,5-1), i—1,5-2), (i+1,57-2), (i +
2,7—1), (i +2, j+ 1) mez6kre léphet, amennyiben ezek még a sakktéblan taldlhatéak.)

Két kockaval dobva, mennyi a dobott szamok nagyobbikanak illetve kisebbikének varhato
értéke?

Egy 1-t6l 10-ig véletlenszertien kivalasztott szamot kell kitaldlnunk, igen-nem kérdésekkel.
Szamitsuk ki, hogy varhatéan hany kérdésre van sziikségiink a kovetkezo esetekben:

(a) Az i-edik kérdésiink a kovetkez6: “A szam 77,i=1,2, ..., 10.

(b) Minden egyes kérdéssel megprobaljuk kizarni a lehetséges szamok felét, amennyire ez
csak lehetséges. Példdul az elsé kérdésiink “A szam nagyobb, mint 57”. Ha igen, a
masodik kérdésiink “A szdm nagyobb, mint 777, stb.

Ha E(X) = 1 és D*(X) = 5, hatérozzuk meg a kovetkezd mennyiségeket:

(a) E[(2+X)?,
(b) D2(4 + 3X).

Legyen X egy valoszintliségi valtozé p varhatéd értékkel és o szorassal. Hatarozzuk meg

varhatd értékét és szorasat.



24. Hany véletlenszeriien kivalasztott emberre van ahhoz sziikség, hogy koziiliik legalabb egynek
legaldbb 1/2 valészintiséggel ugyanaznap legyen a sziiletésnapja, mint nekem?



Eredmények

2.(a) (1/2)°+ (1/2)> =1/16
(b) 1/32
(© ()-(3)" (3)°=5/16
(d) 3-5=1/4

mutatja, hogy A és D nem lehetnek fliggetlenek.

(e) Az A esemény a 36 lehetséges kimenetelbdl hat esetben valosul meg, ezért valdszintisége
1/6. Az E esemény valészinfisége is 1/6, AN E pedig pontosan egy esetben valésul meg,
val6szintisége 1/36. Igy P{A} - P{E} = P{AN E}, a két esemény fiiggetlen.

(f) i Aés E;
ii. AésC.

4.(a) P{A} =P{B} =P{C} =1/6, és P{AB} = P{AC} = P{BC} = 1/36, ezért A és B; A és C;

B és C paronként fliggetlenek.

(¢) Mivel BNC C A, BN C és A nem lehetnek fiiggetlenek.

(b),(d) A, B, C nem fiiggetlenck. Erre utal a (c) eredmény, illetve az, hogy 1/36 = P{ANBNC} #

P{A}-P{B}.P{C} = 1/216.

4*.(a) Az algoritmus atfogalmazhato6 a kovetkez6képp: kétszer feldobjuk az érmét. Ha egyezik a két
eredmény, akkor a két dobasunk nem szamit, Gjra kezdjik a kisérletet. Ha kiilonboz6 a két
eredmény, akkor tekintjiik a masodik kimenetelt. Ebb6l a megfogalmazashdl latszik, hogy az
algoritmusunk kimenetelei egy feltételes eloszlast kovetnek:

P{az algoritmus F-et ad} = P{(f, F)|(I, F) vagy (F, I)}

P{(, F)}

P{([, F)vagy (F, )} (—pp+p—p)

Hasonléan, az algoritmus 1/2 valdsziniiséggel ad irast is.
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(b) Bérmilyen 0 < p < 1 esetén el6bb-utébb biztosan lesz fej és irds is a dobasok kozott. A (b)
algoritmus ezért F-et ad akkor és csak akkor, ha az els6 dobas I , ennek valdszintisége 1 — p.
Az algoritmus It ad akkor és csak akkor, ha az els6 dobdas F', ennek valdszintisége p. fgy a
(b) algoritmus nem ad szabdlyos pénzérmedobdas-eredményeket.

A feladatban a nehézséget annak megfogalmazdsa jelenti, hogy miért nem igaz az (a)-ban adott
érvelésiink a (b) algoritmus esetén. Az (a) algoritmus fenti atfogalmazasaban teljesen régzitett két
érmedobdst (az els6 kett6t) tekintiink, mig a (b) algoritmusban véletlen sorszdmi két dobésrdl van
sz0, arrol a kettordl, melyekben eloszor latunk valtozast a fej-iras sorozatban. Ez az artalmatlannak
tinG kiilonbség lényegesen eltorzitja a (F), I ) illetve az ([ , F') kimenetelek valészintiségét, igy (a)-
beli érvelésiink a (b) esetben igy nézne ki:

P{az algoritmus F-et ad} = P{(I, F)|(I, F) vagy (F, I)}

_ P{(I, F)} _ (1-p) 1oy
P{(I, F) vagy (F, I)} (1—p)+p ’

és hasonléan az algoritmus I kimenetelének valdszintisége p.
6(a) p*
(b) (1=p)-p’

(c*) Az els6 megallapitasunk, hogy 0 < p < 1 esetén el6bb-utébb biztosan latni fogjuk az
(F, F, F, F) sorozatot. Tegyiik fel, hogy az els6 ilyen sorozat az n-edik dobéssal kezd6dik.
Ha n > 1, akkor az n — 1-edik dobds nem lehet F', mert akkor az els6 (F, F, F, F) sorozat
mar az n-edik dobas elétt elkezdodott volna. Ezért ilyenkor az n — 1-dik dobds mindenképpen
I, és igy az n — 1-edik dobéssal kezdéd6en az (I , F, F, F, F) sorozatot latjuk. Ebben pedig
az (I, F, F, F') sorozat el6bb jelenik meg, mint az (F, F, F, F) sorozat. Azaz az (F, F, F, F)
sorozat csak akkor johet az ([ , F', ', F') sorozat el6tt, ha mindjart az n = 1 helyen elkezdddik,
vagyis ha az elsé négy dobas mindegyike fej. Ennek esélye p?.

7. Az (a) esetben a helyes véalaszt p valdsziniiséggel adja a csapat. A (b) esetben legyen E az az
esemény, hogy a csapat a helyes eredményt adja, J illetve R, hogy a feleség vagy a férj a j6 illetve
rossz valaszt adna (azaz pl. (J, J) az az esemény, hogy mindketten a helyes vélaszt tudndk). Ekkor

P{E} =P{E|(J, )} -P{(J, ))} + P{E[(J, R)} - P{(J, R)}
+P{E[(R, J)}-PUR, )} + PLE| (R, R)} - P{(R, R)}

1 1
=L p 5 pl=p)+5-(1=pp+0-(1-p)° =p.

A két stratégia kozott tehat nincs kiillonbség. A (b)-hez hasonl6 stratégidk nagyobb csapatok (és
p > 1/2) esetén segitenek.

8. Jeloljiik a keresett eseményt A «~ C-vel, és az A és B kozotti ut atjarhatosagat A < B-vel.

Ekkor
P{Aew (C} =P{AewC|A=C- (1—p)+P{Aew C|A+»C}-p

=1-(1-p)+P{A—=B, B~C}-p=1—p+(1—p)*-p

9. Az eloz6 feladat jeloléseivel az A «~ B és B «~ (' események fiiggetlenek. Ezért

P{A ow O} = P{A ow B} -P{B o C} = [ - ¢*] - (1 - g).



10. Nyilvan nulla a valészintiség, ha v > 6.

Sorrend nélkiil: Ha a csak a versenyzok nemét nézziik, akkor mind a (150) lehetséges elrendezés
egyforma valdszinli. Ezek koziil meg kell szamolnunk, hany elrendezés esetén lesz férfi az els6 i — 1
helyen, azutan pedig egy né. Masszdval meg kell szamolnunk hanyféleképpen rendezheto el 4 né és

5—(i—1)=6—1 férfi az els6 n6 mogotti 10 — i helyre. A vélasz (104_i), és a keresett valdszin(iség

(7))  (@o—i)-5-50  (10—i)!-5-5!
(%) 10r-4l-(6—4)!  10!-(6—i)

Sorrenddel: Ebben az esetben minden versenyzot kiilonbozonek tekintiink. Meg kell szamonunk,
hogy a 10! lehetoségbdl hany olyan sorrend van, ahol az elsé ¢ — 1 helyen férfi van, az i-dik helyen
pedig né. Az els6 i—1 helyre 5!/[5—(i—1)]! = 5!/(6—1)! féleképp vélogathatunk sorrendben férfiakat
(ismétlés nélkiili variacié). Ezutén jon 5 lehetdség az i-dik hely néi versenyzdjének kivalasztasara,
majd a maradék 10 — i helyre (10 — ¢)! féleképpen rendezhetjiik el a versenyzéket. A keresett
valdszintliség tehat
5.5 (10 —i)!
(6 —1)!- 10!
A vélasz tehat i =1, 2, 3,4, 5 és 6 esetén 1/2, 5/18, 5/36, 5/84, 5/252, 1/252.

11.

4 43 3 3 3 3
1 1 2 3 4 10
() ;Z p() 230730 30 30 30 3

12. Legyen X a két kockan levé pontok kiilonbségének négyzete. Ekkor X silyfiiggvénye p(0) =
1/6, p(1) = 10/36, p(4) = 8/36, p(9) = 6/36, p(16) = 4/36, p(25) = 2/36, vérhaté értéke

1 10 8 6 4 2 210 35

E(X)=0-~+1 =44 — 49— 416 +25 — = = =2
(X) 6+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36 36 6

Hasonl6an, Y a két kockédn levé pontok Osszege, sulyfiiggvénye p(2) = p(12) = 1/36, p(3) = p(11) =
2/36, p(4) = p(10) = 3/36, p(5) = p(9) = 4/36, p(6) = p(8) = 5/36, p(7) = 6/36, varhat6 értéke
7=42/6. Béla tehét hosszi tdvon jobban jar.

13. A nyeremény varhaté értéke

1 100
——— 1000000 Ft -50000Ft + ——— - 5000 Ft = 50 F't
40000 * 40000 * 40000 ’

a jegyet tehat 100 Ft-ért kell arulni.

14. A varhaté nyeremény

5\ . (85 5\ . (85 5\ . (85
M-?OO—{—M-1OOOO+M-789000+L-535000000:43.®Ft.

(5) (5) (5) (5)
Ha a jegyar 150 Ft, akkor varhatéan 106.3% Ft-ot vesztiink szelvényenként.

15 Anna 3 - 1 = 1/4 esdllyel fizet Béldnak, Béla pedig £ - 3 + 1 - 3 = 1/2 eséllyel fizet Anndnak. A

jaték méltanyos, ha Anna kétszer annyit fizet, mint Béla, pl. 2 petakot, mig Béla 1 petakot.

16 n oldali “kocka” esetén X sulyfiiggvénye p(i) = 1/n,i =1, 2, ...n. A szdmtani sor Gsszegkép-

letével
n n

E(X):Zi-p(i):%Zi:%-n(n+1) :n+1'

, , 2 2
=1 =1
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A szérashoz a masodik momentum is kell, ehhez felhasznaljuk a négyzetszamok Osszegére vonatkozo
képletet:

6 - 6

" . 1 e . 1 2034+ 3n’+n 202+ 3n+1
E(XQ):ZZQ-p(z):EZzZZE- .
=1

i=1

A szérés ezek segitségével

22 +3n+1 n?2+2n+1  [n?—1

D(X) = VE(X?) - [E(X)]? = \/ G 4 12

Kocka eseén n = 6, E(X) =7/2, D(X) = /35/12.

17.(a) Nagyobb eséllyel valasztunk egy didkot egy tomottebb buszrél, mig a sofér valasztasakor
minden busz egyenld valészinii. Ezért X varhatéan nagyobb lesz Y-nél.

(b) X sulyfiiggvényét felhasznalva

40 33 25 20
E(X)=40 - — +33- — +25- — 4+ 50 - — ~ 39.28.
(X) 148 + 148 * 148 * 148

Y egyenld eséllyel veszi fol barmelyik megadott 1étszam értékét,

1 1 1 1
E(Y):4O-Z+33~Z+25-Z+5O-Z:37.

(¢) A szérashoz meghatdrozzuk a méasodik momentumokat:

40 33 25 50
E(X?) =40 — +33%. — 4+925%. —— 450 — ~ 1625.4
(X%) 148 + 148 + 148 + 148 ’

1 1 1 1
2\ 2 . — 2 . — 2 — 2 - =
E(Y?) =40% | +33° 0 +25°- 0 +50°- - = 1453.5.

A szérdsok

D(X) = /E(X2) — [E(X)?] ~ v1625.4 — 39.282 ~ 9.06,
D(Y) = /E(Y?2) — [E(Y)?] ~ V1453.5 — 372 ~ 9.19.

18. X sulyfiiggvénye:

p(0) = (0)(1.0)(3) = éa p(1) = (10) = 9 p(2) = (1.0) = 10 p(3) = (1.0) = 30°

3

Ezek alapjan

1 1 3 1 6
EX)=0--+1--+4+2-—4+3-— =—
(X) 6+ 2+ 10+ 30 5

1 1 3 1

E(X?)=0%--4+12--+22. — 4+3%2. — =2
(X7) 6+ 2+ 10+ 30 ,

D(X) = vEX?) — [E(X)F = /2 [6/5F = vVI4/s.

21.(a) Legyen X a véletlen szam. A mddszeriink szerint annyi kérdésre van szitkség amennyi az X
értéke. Ezért a valasz E(X) = 5.5.



(b) Legyen a stratégiank a kovetkezo:

Az els6 kérdésiink az, hogy a szdm nagyobb-e, mint 5. Ennél, és a tovabbi kérdéseknél mindig
probaljuk megfelezni a lehetéségeket. Harom kérdés sziikséges akkor és csak akkor, ha a
véletlen szdm 1,4,5,6,7, vagy 10 (azaz 6/10 valészintiséggel), négy kérdés sziikséges akkor
és csak akkor, ha a véletlen szam 23,8, vagy 9 (4/10 valdsziniiséggel). A kérdések varhato
szama ezért 3 - % +4- % = % = 3.4. 1 t6l 10-ig terjedd véletlen szamndl a két mddszer
varhaté id6tartama nem kiilonbozik szdmottevéen, azonban nagy véletlen szamoknal a (b)

modszer lényegesen gyorsabban miikodik.
22.(a) E[24+ X)) =E4)+E(4X)+E(X?) =4+4E(X)+D*(X)+ [E(X)]? =4+4-14+5+1% = 14.

(b) A szérasnégyzet esetén az additiv konstans nem szamit, a multipliktaiv konstans pedig
négyzetesen jon ki a szérasnégyzet aldl. Ezért D?(4 +3X) = 3% -D*(X) =9 -5 = 45.

23.

ezért D(Y) = 1. Y-t az X véltozé standardizaltjanak hivjuk.
24. Annak valészintisége, hogy n ember koziil eggyel sem kozos a sziilinapom (%)n (szokbéveket
nem szamolva). Annak valészintisége, hogy legaldbb eggyel kozos a sziilinapom, 1 — (%)n. Ezért

keresem azt az n-et, melyre
1 (@y >
365/
364\
(565) <
365

n - log, <@)

N~ DN

A
L

|
>
"= 10g,(365) — log,(364)

~ 252.7,

azaz legalabb 253 ember sziikséges.



