10.

Feladatok és megoldasok a 8. hétre
Epitokari Matematika A3

Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenlet rendszert:

¥ + 2y — 3x 4+ 4y = 2sint (1)
22 + y + 2 — y = cost.

Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenlet rendszert:
/

r = 2r + y =
y — 3 + 2y = t.

Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenlet rendszert:

¥ — 2r + by = —cost

/

Yy — x + 2y = sint.

Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenlet rendszert:

.CC/ — r — y — eiQt

y — 4r + 2y = —2el

. Tegyiik fel, hogy A és B egymaést kolesonosen kizard események, melyekre P{A} = 0.3 és

P{B} = 0.5. Mi a valoszintisége, hogy
(a) A vagy B bekovetkezik;

(b) A bekovetkezik, de B nem kévetkezik be;
(c) A és B is bekovetkezik?

. A ferfiak 28%-a cigarettazik, 7%-a szivarozik, 5%-a pedig cigarettazik és szivarozik is.

(a) Hany szazalékuk nem cigarettazik és nem is szivarozik?
(b) Hény szazalékuk szivarozik, de nem cigarettazik?

Egy kis kozosség 20 csaladbol all. 4 csaladban egy gyermek van, 8 csaladban két gyermek
van, 5 csaladban hérom, 2 csaladban négy, 1 csaladban pedig 6t gyermek talalhato.

(a) Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien valasztott csaladban i gyermek van, i =
1,2, 3, 4,57

(b) Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott gyermek i gyerekes csaladbol
jott, i =1, 2, 3, 4, 57

Feldobunk egy érmét kétszer egymas utan. Mi a valoszintsége, hogy dobunk fejet? Es hogy
pontosan 1 db fejet dobunk?

Mi a valoszintisége annak, hogy két darab (szabalyos) kocka feldobasakor legalabb az egyik
6-os lesz? Es annak a valoszintisége, hogy egyik sem lesz 6-o0s?

Két szabalyos kockaval dobunk. Mi a valdszintisége, hogy a mésodik kockéval nagyobbat
dobunk mint az elsével?
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Mindkét szabélyos kockanknak két piros, két fekete, egy sérga, és egy fehér oldala van. Ezzel
a két kockaval dobva mi a valdszintisége, hogy egyforma szinid oldaluk lesz foliil?

Mi a valoszintisége annak, hogy egy haromgyermekes csaladban a gyerekek mind egynemtiek?
(Feltessziik, hogy a gyermekek egymaéstol fiiggetlentil 1/2 valoszintiséggel lesznek fiak és 14-
nyok.)

Legalabb hany szabalyos pénzdarabot kell feldobni ahhoz, hogy 90%-nél nagyobb legyen az
esély arra, hogy legyen koztiik fej?

Hatszor dobunk egy szabalyos dobokockaval. Mi a valdszintisége annak, hogy mind a hat
szam elgjon?

Ot ember, A, B, C, D, E, véletlenszertien sorba all. Mi a valoszintisége, hogy

(a) pontosan egy ember van A és B kozott;

(b) pontosan két ember van A és B kozott;

(c) pontosan harom ember van A és B kozott?
Mi a valoszintsége annak, hogy egy 30 {&s hallgatosagban nincs két olyan ember akiknek a

sziiletésnapja megegyezik? (Feltessziik, hogy a sziiletésnapok egymastol fliggetleniil egyenls
valoszintiséggel oszlanak el az év 365 napja kozott. Ne foglalkozzunk a szokGévekkel.)

Mennyi a valoszintisége annak, hogy az 6tos lotton pontosan két talalatunk lesz?

Egy erdében 20 6z él, melyekbdl 5-6t befogtak, megjeldltek, majd visszaengedtek. Késsbb
ebbdl a 20 6zbdl 4-et befogunk. Mi a valészintisége, hogy a négybdl pontosan 2 van megjeldlve?
Milyen feltevésekkel éliink?

Egy konferencian 30 pszichiater és 24 pszichologus vesz részt. Az 54 résztvevébdl harmat
véletlenszerten kivalasztanak, akik egy forumon vesznek részt. Mi a valoszintisége, hogy
legaldbb egy pszichologus lesz koztiik?



Eredmények

2(D—=3)z + 2(D+2)y = 2sint
2(D+1)z + (D—-1)y = -cost.

Tehét az egyenletrendszer determinansa:

| D=3 20+2)|_ . , L,
A=l9Dp+1) D-1 '—D—4D+3—4(D +3D+2)=-3D>—16D—-5#0. (2)

Cramer-szabaly alapjan:

2sint 2(D + 2)
cost D—-1

D—3 2sint

Ar = 2(D+1) cost |’ (3)

'éSAy:‘

Kiszdamoljuk ezen két egyenlet jobb oldalain lev§ determinansokat:

2sint 2(D + 2)
cost D—-1

‘ =2cost —2sint + 2sint —4cost = —2cost

és

D—3 2sint ‘ = —sint — 3cost — (4dcost +4sint) = —5sint — 7 cost.

‘ 2(D+1) cost
Felhasznalva, hogy a (2) egyenletb6l A = —3D? — 16D — 5 kapjuk, hogy a (3)-beli egyenletek:

—32" — 162 — 52 = —2cost és —3y" — 16y’ — 5y = —5sint — Tcost. (4)

Ezeket a mar tanult médon megoldva kapjuk, hogy

1 1
z=ce? 4 cpe 4 @(8 sint 4 cost) és y = cze 3 + e + 1—30(61 sint — 33 cost)  (5)

Helyettesitsiik ezeket az eredeti (az (1) egyenlet rendszerbeli) masodik egyenletbe. Kapjuk, hogy:

4 4

501 — 303 e 3 4 (—8cy — 6cy)e ™™ = 0.
h’_’o 0
Innen:
. 4
C3 = C1 €S Cq4 = —502.

Ezeket visszahelyettesitve (5)-be kapjuk, hogy az egyenletrendszer megoldasa:

4 1
V3 _ —cye™® 4 —(61sint — 33 cost).

1
L —t/3 —5t . -
T =ce + coe” " + 8sint + cost), = c1e
1 2 ( ) Y 1 3 130

65
2. x=cret + et + %tet - }Let +t, y = cre’ + 3cet + %tet = %et + 2t — 1.
3. & = bey cost+ Hegsint + 2t cost — tsint — cost, y = c1(2cost+sint) + co(—cost +2sint) +
tcost — cost.
4. x = cre 3t + et + %et, y = —4cie 3t 4 et — e,

5.(a) P{AU B} = 0.3+ 0.5 = 0.8.
(b) P{AN B} = P{A} = 0.3.



(c) P{AN B} = P{p} = 0.

6. Legyen E az az esemény, hogy egy véletlenszerten kivalasztott férfi cigarettazik, és F az az
esemény, hogy egy véletlenszertien kivéalasztott férfi szivarozik.

(a) P{IESNF} =1 -P{EUF} =1 —P{E} —P{F} + P{ENF} =1 —0.28 — 0.07 +0.05 = 0.7
vagy 70%.

(b) P{FNE} =P{F — E} = P{F} — P{F N E} = 0.07 — 0.05 = 0.02 vagy 2%.

7.(a) A valoszintiségek sorrendben 2%, 2%, %, 2%, %, i=1, 2,3, 4,5 esetén.

(b) A valoszintiségek sorrendben %, %, %, 4%, %, i=1,2, 3, 4,5 esetén.

8. Legalabb egy dobasunk fej akkor és csak akkor, ha nem mindkét dobasunk iras. A valészintiség
tehat 3/4. Pontosan egy fej kétféleképpen fordulhat elg ((H,T) és (T, H)) a négy lehetGséghdl, igy
a valoszintség 1/2.

9. Legalabb egy hatost dobunk, hogy ha nem igaz az, hogy mindkét dobasunk nem 6-o0s. A valasz
tehat 1 — (5/6)?. Nem dobunk egy 6-ost sem (5/6)? valoszintiséggel.

10, 1. megoldas: Az az E esemény, hogy a masodik kockaval nagyobbat dobunk mint az elsGvel a
kovetkezd elemi eseményekbdl all:

),
),
);
),
)

}.

Ezért #E = 15, mig az eseménytér szamossaga #S = 36, igy a valoszintiség 15/36 = 5/12.

10, 2. megoldas: Az E esemény olyan szampérokbol all, melyeknek a mésodik tagja nagyobb, mint
az els6 tagja. Minden ilyen par elGall az {1, 2, ..., 6} szamok 2-kombinaciojabol, ha a kivalasztott
két szamot novekvs sorrendbe allitjuk. Ezért #E = () = 15, és P{E} = 15/36 = 5/12.

10, 3. megoldas: Definidljuk az F-et mint azt az eseményt, hogy az els6 kockaval nagyobbat dobunk,
mint a masodikkal. Szimmetriaokokbol P{E} = P{F'}, és (F U F)° az az esemény, hogy a két
kockaval egyformat dobtunk, melynek az esélye 1/6. Ezért 5/6 = P{E U F'} = P{E} + P{F} —
P{ENF} =P{E} +P{E} — 0 =2P{E}, melybsl P{E} = 5/12.

11. Mind a két kockénak a piros oldala lesz folil 2 - 2 = 4 esetben, mindkettének a fekete oldala
lesz foliil 2 - 2 = 4 esetben, a sarga oldalak lesznek foliil 1 esetben, és a fehér oldalak lesznek
foliil 1 esetben. Ez Gsszesen 10 eset a 36 egyenls valoszintségt kimenetelbdl, tehat a valoszintség

10/36 = 5/18.

12. A gyerekek nemét tekintve 8 egyenls valoszintiségl kimenetel van. Ezek koziil két esetben lesz
a harom gyermek egynemt, a valasz tehat 2/8 = 1/4.

13. Annak valészintsége, hogy legalabb egy fejet dobunk n dobasbél 1 — (1/2)". Ezért keressiik
n-et, melyre
1I\n
1 (-) > 0.9
5) 2

0.1 > (1>n

T \2
log,(0.1) > —n
log,(10) < n.

4



Mivel n egész, a véilasz az, hogy legalabb [log,(10)] = 4 dobésra van sziikség. (Itt [z]| a felss
egészrészt jeloli, vagyis azt a legkisebb egész szamot, amely z-nél nagyobb-egyenld.)

14. Azon esetek szdma melyekben mind a hat szdm el6jon megegyezik e hat szam permutécioi-
nak szamaval, azaz 6!-sal. Az eseménytér a hat szamjegybdl felirhaté barmilyen, hat hosszusagu
sorozatok halmaza, ezért #5 = 6°. A keresett valoszintség tehat 6!/65 = 5!/6° ~ 0.015.

15, megoldas sorrenddel:

(a) Haromféleképpen valaszthatjuk ki az 6tbdl azt a két poziciot, ahova A és B keriilnek tugy,
hogy egy {ires hely legyen koztiik. Ha ezt megtettiik, A-t és B-t kétféle sorrendben allithatjuk
erre a két poziciora. Ekkor harom iires helyiink marad, melyekre 3! = 6 féleképpen allithatjuk
C-t, D,-t és E-t. Ezért 3 -2 - 3! = 36 sorrend van tgy, hogy pontosan egy személy keriil A és
B kozé. Mivel mind a 5! = 120 sorrend egyforman valoszint, a valasz 36/120 = 3/10.

(b) Kétféleképpen valaszthatjuk ki azt a két poziciot, ahova A és B keriilnek, azutan A-t és B-t
kétféle sorrendben allithatjuk erre a két poziciora, majd a maradék helyekre 3! = 6 féleképpen
allithatjuk sorba C-t, D -t és E-t. Ezért 2 -2 - 3! = 24 olyan sorrend van, ahol pontosan két
ember keriil A és B kozé, a valasz 24/120 = 1/5.

(c) Csak egyféleképpen vélaszthatjuk ki azt a két poziciot, ahova A és B keriilnek, azutén A-t
és B-t kétféle sorrendben éllithatjuk erre a két poziciéra, majd a maradék helyekre 3! = 6
féleképpen allithatjuk sorba C-t, D,-t és E-t. Ezért 1-2-3! = 12 olyan sorrend van, ahol
pontosan két ember keriil A és B kozé, a valasz 12/120 = 1/10.

15, megoldas sorrend nékiil:

(a) Haromféleképpen valaszthatjuk ki az 6tbdl azt a két poziciot, ahova A és B keriilnek tugy,
hogy egy iires hely legyen koztiik. Mivel e két pozicidra nézve mind az (g) lehetGség egyenld

valészind, a valasz 3/(3) = 3/10.

(b) Kétféleképpen valaszthatjuk ki azt a két poziciot, ahova A és B keriilnek, a véalasz most
2/(5) =1/5.

(c) Csak egyféleképpen valaszthatjuk ki azt a két poziciot, ahova A és B keriilnek, a valasz most
1/(3) = 1/10 lesz.

16. 365 -364---336 = 365!/(365 — 30)! féleképpen oszthatunk ki 30 kiilonbozs sziiletésnapot
a hallgatoknak, mig 365" féleképpen oszthatunk ki 30 tetszéleges sziiletésnapot a hallgatoknak.
Ezért a keresett valoszintség 365! /(335! - 3653°] ~ 0.29.

17. Annyiféleképpen lehet kettesiink, ahanyféleképpen kivalaszthato az 6t nyerészambol ketts, és a
85 nem nyerd szambol hdrom. Ezért (g) . (835) féle kéttalalatos szelvény van, Osszesen (950) kiilonb6z6

szelvény kozil. A valoszintiség tehat (g) . (835)/(950) ~ 0.022.

18. Ahhoz, hogy 2 megjelolt és 2 nem megjelolt Gzet fogjunk, 2-6t kell kivalasztanunk az 5 megjelolt
6zbdl, és 2-6t a 15 nem megjelolt 6zbdl. Ezt (g) . (125) féleképpen tehetjiik meg, mig (240) féleképpen
véalaszthato ki tetszéleges 4 6z. A valoszintiség tehat (g) . (125) / (240) ~ ().22.

A kérdést mashogy is megtamadhatjuk, ha az id6 visszaforditasaval azt kérdezziik, hogy mennyi
a valoszintsége annak, hogy az altalunk fogott 4-bdl kettd, és az altalunk nem megfogott 16-bol
hérom 6z van megjeldlve. Ekkor a valasz (;1) . (136) / (250). A binomiélisok hatarozott kérésre bevalljak,
hogy a két valasz tulajdonképpen megegyezik.
19. Ha elosztjuk, hogy hanyféleképpen valaszthatd a 30-bol 3 pszichidter a forumba azzal, ahany-
féleképpen az 54 résztvevibol valaszthaté 3 ember a forumba, akkor megkapjuk annak a valoszi-
niiségét, hogy a forumba nem valasztanak pszichologust: (330)/ (5;). A véalaszunk ezen esemény

komplementuméanak valdszintisége, azaz 1 — (330) / (534) ~ (.84.



