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1. InverzszAmitas az adjungalt matrixszal

Legyen A egy négyzetes matrix. Ekkor a klasszikus adjungaltja az adjA-val jelolt matrix, amely
j-edik sorédnak i-edik eleme

(ade)ji = (—1)i+j det Ml‘j,
ahol M;;-t gy kapjuk, hogy A-bol elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot.

Tehat az adjungélt matrixot gy kaphatjuk meg, ha legyartjuk azt a métrixot amiben az i-edik sor
j-edik eleme az M;; matrix determinansa ellatva a sakktdbla-szabaly szerinti elGjellel, majd az egészet
transzponaljuk.

Az adjungéalt segitségével a kovetkezdképpen kaphatjuk meg A matrix inverzét:

1
AL adjA.

T det A
Példa. Szamitsuk ki az alabbi matrixok inverzét a adjungalt segitségével!
[0 1 2
(a) A= (4 4 3].
3 7 6
[ 3 0 0
(b) A= 9 1 0].
|—4 2 4
Megoldas.
(a)
4 3 4 3 4 4
detMH— 76 —3, detM12— 3 6 —15, detM13— 3 7 —16,
1 2 0 2 0 1
det Mo = 76 = -8, det Moy = 3 6 = —0, det Mos = 3 7 = -3,
1 2 0 2 0 1
det M3 = 4 3 = -5, det M3o = 4 3 = —8§, det M35 = 4 4 = —4.
A sakktébla:
+ - +
— + —
+ - +

Irjuk be egy méatrixba a fenti aldeterminansokat a sakktablabol kiolvasott elGjellel megszorozva:

+3 —15 416 3 —15 16
—(=8) +(=6) —(=3)|=| 8 —6 3
+(=5) —(=8) +(—4) -5 8 —4



Transzponaljuk ezt a matrixot, igy megkapjuk az adjungaltat:

3 8 -5
adjA= |15 —6 8
16 3 —4

Szamoljuk ki A determinansat:

det A =

W =~ O

1 2
4 3[=0-(24-21)—1-(24—9)+2-(28—12) =17.
76

Tehat az inverz:

1 3 8 =95
-1 .
= adjA=—|-156 —6 8
det A 17 16 3 —4
(b) Héazi feladat. A végeredmeény:

1 4 00

A= 5736 120

22 —6 3

2. Cramer-szabaly
Lattuk, hogy az Ax = b lineéris egyenletrendszert megoldhatjuk az
r=A"1b

képlet segitségével. Ha az inverzet az adjungalt segitségével szamoljuk, a kévetkezs képletet kapjuk:

1

=_— _adjA -b.
detAaLdJ b

X

Koordinatanként kiirva ez a kovetkezdt jelenti:

1 ; ) )
Ty = detA((—l)”Jbl det My + (=1)*M by det Myj + ... (=1)" b, det M,;),  j=1,...,n.
(A (*1)i+j ,t=1,...,n szorzok éppen a megfelel§ aldeterminansokhoz asszocialt elGjelek a sakktabla-

szabaly szerint.)
A Cramer-szabaly egyszeritibben alkalmazhaté alakja. A fenti képlet ekvivalens az alabbi,
egyszertibben szamithaté képlettel:

m_detAj
7 det A’ J T

ahol Aj;-t ugy kapjuk, hogy A matrix j-edik oszlopat lecseréljiik b-re. (Ebbdl tgy kaphatjuk meg az
eredeti képletet, ha det A;-t éppen a j-edik oszlopa szerint fejtjiik ki.)

Példa. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket a Cramer-szabéallyal!

(a) To+ 223 =1
4x1 +4xo + 33 =2
3r1+ Txo + 63 =5



(b) 3:81 =-3
921 + 20 = 2
—4x1 4 229 + 423 =0

Megoldas.

(a) Az egyenletrendszeriink méatrixos alakban:
01 2| |= 1
4 4 3 To| = 2
3 7 6] |z3 5

Szamoljuk az egyenletrendszeriink megoldasat a Cramer-szabéllyall Az el6zd példaban lattuk,
hogy

det A =

W ks O
~ &~ =

2
3/=0-(24—-21)—1-(24—9)+2- (28 —12) = 17.
6

Igy a kovetkez6t kapjuk:

11 2
2 4 3
g detdr |5 T 6l 1-(24-2)-2-(6-14)+5-(3-8) 6
det A 17 17 17
01 2
42 3
b, detdy 35 6] —1.(24-9)+42:(0-6)-5-(0-8) 13
det A 17 17 17
01 1
44 2
gy detds 3T 5] 1.(28-12)-2.(0-3)+5-(0-4) 2

 detA 17 17 17

(Természetesen a det A; determinansokat nem kételezd a j-edik oszlop szerint kifejteni, de én
most ezt tettem, hogy szemléltessem a kapcsolatot a két képlet kozott, amit megadtam a Cramer-
szabalyra.)

(b) Szintén hazi feladat. A kovetkezd kell hogy kijojjon:

T -1
To| = 11

13
T3 -5



