MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

14. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg az f(x,y,2) = = + y + z harmasintegraljat a

D={(z,y,2) | 2,y,2>0, s +y+2 <1}

tartomanyon!

Megoldas. Az alabbi integralt kell kiszamitanunk:

1 1—z 1-y—=z
// / (x+y+2) de dy dz.
0 0 0

Beliilrél kifelé haladunk az integralok kiszamitaséaval, pont mint a kett&sintegralok ese-
tében.

1—2 l-y—=z 1-z 1-y—=z
// / (x+y+ 2) dxdydz—// [ —|—yx—|—z:c} dy dz
// (y 22 1 !
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1. abra. Integralasi tartomény az 1. feladatnal.



(rcosp, T cosp,z)

-
S

2. abra. Hengerkoordinatak.

. Hatérozzuk meg az f(x,y,2) = e” %" harmasintegraljét a
D={(z,y,2) | 2 +y* <4, 0< 2 <1}

tartoméanyon!

Megoldas. Helyettesitéses integralassal fogjuk ezt a feladatot megoldani. Mivel a tar-
tomanyunk egy henger, alkalmazzunk hengerkoordinatakat! Azaz legyen

T =1TCcosp
Yy =rsing
z =2z,

ahol r a z tengelytsl mért tavolsag (tehat most 0 és 2 kozott fog véltozni), ¢ az x
tengelytsl mért elfordulas szoge az xy sikban (tehat most 0 és 27 kozott fog valtozni), z
pedig a magassag (tehat most 0 és 1 kozott fog valtozni).

Tehat legyen g(?“, ¥, Z) = (gl (T7 ¥, Z)a 92(T7 ¥, Z)a 93(T7 s Z)) = (T cos @, T sin 2 Z) Igy

1 2 por
// de:/ / f(rcosp,rsing, z)-|det ¢'| dp dr dz,
D o Jo Jo

ahol ¢’ az alabbi matrix:

991 9q1  O;

d 9, 0. cose —rsing 0

1 | 992 0992 Og2 | __ :
9=1% 9 o |=|sing rcosy 0
Ogs Ogs  Ogs 0 0 1

o, 0y 0

Kiszamithato, hogy det ¢ = r. Igy az integralunk:

2w 2m
/// frcosgo,rsmgo,)rdgpdrdz—/// -7 de dr dz
//27TT6 drdz—/?wre dr - / 1dz—7r[e] (e —1)
0
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3. 4bra. Gombi koordinatak.

3. Hatarozzuk meg az f(z,y, z) = xyz harmasintegraljat a
D={(z,y,2) | 2 +y° +2° <1, 2,y,2 > 0}

tartomanyon!
Megoldas. Helyettesitéses integralassal fogjuk ezt a feladatot megoldani. Mivel a tar-
tomanyunk egy gomb nyolcada, alkalmazzunk gémbi koordinatakat! Azaz legyen

x =rsinfcosy

y =rsinfsing

z =rcosb,
ahol r az origotol mért tavolsag (tehat most 0 és 1 kozott fog valtozni), ¢ a z tengelytsl
meért elfordulas szoge az xy sikra merdlegesen (tehat most 0 és 7 kozott fog véltozni), 6

pedig az x tengelytSl mért elforduléds szége az ry sikban (tehat most 0 és T kozott fog
valtozni).

Tehat legyen

g(ra 2 9) = (gl (T’, 2 0)7 gZ(Ta P, 0)7 93<7n7 P, 9)) = (T Sin@ cos @, T Sinesjn@? T COs 9)

|

gy
3 3 1
// de:/ / / f(rsinfcos g, rsinfsinp,rcosh) - | det ¢'| dr de db,
D o Jo Jo

ahol ¢’ az alabbi matrix:

9 991 O¢

o, 0, O sinfcosep —rsinfsingp rcosfcosyp
dg2  dg2 O oo : ,

g=|%2 T %G| = |sinfsing rsinfcosp rcosfsing
995 995 Ogs cosf 0 —rsinf
o 9, g

Kiszamithato, hogy det ¢ = r?sin§. Tehét az integralunk:

T T
/2 /2/ f(rsinf cos o, rsinfsin,rcosd) - r*sin@ dr dp do
o Jo Jo

3 (3 1
= / / / 5 sin® 0 cos @ sin ¢ cos @ dr dy df
o Jo Jo



(rsin @ cos @, rsin O sin p, r cos 6)
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4. dbra. Gombi koordinatak.

jus Jus 6 1 us jus
2 2 | r 1 2 2
= / / — | sin®6@cospsinpcosd dp df = —/ / sin® § cos psin p cos @ dy df
o Jo L61], 6 Jo Jo

1 [3 in2 ]2 1 /3 1 [sin0]% 1
:—/zsing’ﬁcosﬁ R 4 sz—/Qsin300080 do = — e = —.
6 Jo 2 |, 12 J, 12 4 |, 48

4. Tekintsiik a D = {(z,y,2) | * +y? + 2% < 1} tartoményt az f(x,vy,2) = /22 + 32 + 22
stirtiségfiiggvénnyel.

(a) Hatéarozzuk meg D tomegét!

(b) Kivagunk a géombbdl egy origd kdzépponti, 120°-0s nyilasszogi gombceikket. Haté-
rozzuk meg a gombcikk és a maradék tomegét!

Megoldas.

(a) A tomeget tgy kapjuk meg, ha a strtségfiiggvényt kiintegraljuk a tartoményon.
Alkalmazzunk gémbi koordinatakat! Vegyiik észre, hogy ha ¢ a 0 és 27 értékek
kozott valtozik, akkor 6 értékének 0 és m kozott kell valtoznia.

™ 2T 1
M:/// de:/ / / f(rsinfcos @, rsinfsinp,rcosd) - r*sind dr de do
D o Jo 0
™ 2 1 - o T4 1
:/ / /T’~’]“281n9d7“dg0d9:/ / |:_:| Slned@de
o Jo Jo o Jo 4,

1 T 2m . T g . T i
:Z/o/o s1n9dgod9:§/0 s1n9d9:§[—0089]0:7r.



5. abra. Integralasi tartoméany a 4 (b) feladatnal.

(b) Szamoljuk ki a maradék rész tomegét! Most 7 < ¢ < 5%, Tehét a tomeg:

M, = // /rrsm@drdgpd@— // sinf dp df

1 St ow 1 4n
4/0 sinf dé - [g =1 - [—cosO|f - (3 3) 5 3

Igy a a gombcikk tomege
My =M — M, =

Gyakorlofeladatok.

1. Hatarozzuk meg az aldbbi harmasintegralokat!

fol fol fol x? + y2 + 2%) dz dy dz

fo Y ds dy dz
) I fy fo Vi dp dg dr
Eredmények.
(a) 1
() 15
(c) 8In2

2. Hatarozzuk meg [[[, f dV értékeét!
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(b) f(x,y,z) — e(x2+y2+22)2, D= {(a:,y,z) | $2 +y2 + 22 < 9}

Eredmények.



