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13. Gyakorlat megoldasai

1. Térjiink at polarkoordinatakra, és szamitsuk ki az alabbi integralokat!
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Megoldas. A kovetkezSképpen lehet helyettesitéses integralast végezni kettdsintegralok
esetében:

[ 1w ar v = [[ ) gatw o)l det g (w.0)] do gy
T g=1(T)

ahol g(u,v) = (g1(u,v), ga(u,v)) egy kolcsonosen egyértelmt leképezes g H(T) és T ko-
z0tt. Ebben az esetben ¢’ a kévetkezs 2 x 2 matrix (neve Jacobi-métrix):
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Ennek specialis esete a polarkoordinatas helyettesités. Legyen T az origé kézéppontu
R sugaru korlap. Hasznaljuk most az r betiit u helyett és a ¢ betiit v helyett. Legyen
g(r,p) = (rcosp,rsing). Konnyd latni az 1. &bra segitségével, hogy ha r befutja a
[0, R] intervallumot, ¢ pedig a [0, 27] intervallumot, akkor ¢ eldallitja a kérlap minden
pontjat (pontosan egyszer) — hiszen a téglalap (r, ) koordinataju pontja egyértelmiien
megfelel a korlap azon pontjanak amelynek a tavolsaga az origotol r, az elfordulasanak
szoge pedig ¢, és ezt a megfeleltetést éppen a g fliggvény adja meg.
Mivel .
cos —rsing

det g'(r, ) = siny rcose

’ = r(cos® p +sin® p) =1,

a helyettesitéses integralas a kovetkezSképpen alakul:

T



(rcos g, rsiny)

1. abra. Polarkoordinatas helyettesités.
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(a) Integralasi tartoméany az 1. (a) fel- (b) Integralasi tartomany az 1. (b) fel-
adatnal. adatnal.

2. 4bra. Abrak az 1. feladathoz.

(a) Ebben az esetben a fels6 félkérlapon integralunk, tehat az elfordulasi szog csak 0 és
7w kozott valtozik, lasd a 2. abrat. Valamint, R = 1.
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(b) R = 1 megint, és most a teljes korlapon integralunk. Vegyiik észre, hogy 2 +y? = r2.
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/ / cos(z® +y* + 1) dz dy = / / cos(r? + 1)r dp dr =
o Jo
i
1

-1

sin(r? +1)]"
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/0 [(cos(r? + 1)r)p] 2y dr = 27 /01 cos(r? + 1)r dr = 27 [

= 7(sin2 — sin 1)

r=0

2. Szamitsuk ki az ffT f dA integralt!
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(a) Integralasi tartomany a 2. (b) Integralasi tartomény a 2. (c) Integralasi tartomany a 2.
(a) feladatnal. (b) feladatnal. (c) feladatnal.

3. abra. Abrak a 2. feladathoz.

(@) T=A{(z,yl(x =3+ (y -2 <2}, fla,y) =2"+y

(b) T ={(z,y)l* +y* <1,y >0,z >0}, f(z,y) = 7%

(c) T={(z, 9|l <a*+y*> <4}, f(x,y) =In(z® +y?)
Megoldas.

(a) Mivel T kézéppontja (3,2), igy g(r, ) = (3+1cosp,2+rsing) fogja az r € [0,/2],
¢ € 10,27 téglalapot a T korlapra képezni.
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(b) A pozitiv siknegyedbe es6 negyedkorlapon kell integralnunk, ezért az elfordulés szoge
0 és 5 kozé eshet, valamint R = 1.
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Emlékezziink, hogy
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tehat

7T/1 In(r?)2r dr = ar*(In(r?) — 1).
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3. Szamitsuk ki a

integralt!
Megoldas.
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4. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 1 — 2% — y? feliilet xy sik feletti részének felszinét!

Megoldas. A felszin az alabbi képlettel szamithato:

//\/1+ )2+ (f1)2 dA,

ahol f, f, a parcidlis derivdltakat jelélik. Tehat jelen esetben
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fo=Liay) = -2
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f = a—;(x,y) = —2y.

A feliilet pontosan akkor van az zy-sik felett, ha z > 0, azaz 1 > 2% + 2. Igy a

T integréalasi tartomanyunk az origé koézéppontiu egységkorlap. Tehat polarkoordinatas
helyettesitést alkalmazva:
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Gyakorléfeladatok.

1. Szamitsuk ki az [[, f dA integralt!

T={(z,9)]1 <2®+y* <4}, flz,y) ="

Eredmény. em(e'® —1)



2. Hatarozzuk meg a z = 1 — 222 — 3/ feliilet 2 > 0 része és az xy-sik altal hatéarolt térrész
térfogatat!
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3. Hatarozzuk meg az f(z,y) = zy, T = {(z,y)|z* + y* < 1} feliilet felszinét!
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