MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

12. Gyakorlat megoldasai

1. Szamitsuk ki az alabbi téglalapon vett integrélokat!

(a) ff fol x+y dr dy
(b) fol fj1 siny dz dy

Megoldas. A kétvaltozos, valos értéki folytonos f fiiggvény D = [a, b] X [c, d] téglalapon
vett integraljanak kiszamitasara Fubini tételét hasznaljuk:

/sz/cd</abf(x,y) dx) dy:/a”</cdf<x,y) dy) o
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(a) Integralasi tartoméany az 1. (a) fel- (b) Integralasi tartoméany az 1. (b) fel-
adatnal adatnal

1. abra. Abrak az 1. feladathoz.

(a)
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(b)
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. Szamitsuk ki az alabbi normaltartomanyon vett integralokat!

(a) " g™ etV da dy

(b) [y Jy xsinz dy dx
(o) Jy J7 =5 dy du

Megoldas. Egy sikidomot, melyet alulrol és feliilrél is o folytonos fiiggvényei hatarolnak,
x-szerinti norméaltartoméanynak neveziink. Azaz, legyenek ¢, ¢ : [a,b] — R folytonos
fliggvények, az integralasi tartoményunk pedig

N ={(z,y) €R* 12 € [a,b], p(z) <y < P(a)}.

/zf:/ab ([Oj:j)f(x,y) dy) du.

Hasonléan definialhatjuk az y-szerinti norméltartomanyt, és az azon vett integralt: le-
gyenek p, o : [a,b] — R folytonos fliggvények, az integraléasi tartomanyunk pedig

Ekkor

N, ={(z,y) e R*: p(y) <z < o(y),y € [a,b]}.

/Ny = /ab ( p:)y) fl@9) dx) dy.

Vigyazat, az integralés sorrendje ebben az esetben mar nem cserélhetd meg meggondolés
nélkiil!

Ekkor
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(a) Integralasi tartomany a 2. (b) Integralasi tartomény a 2. (c) Integralasi tartomany a 2.
(a) feladatnal (b) feladatnal (c) feladatnal

2. 4bra. Abrak a 2. feladathoz.

(a)

In8 Iny In8 Iny In8 |
/ / Y do dy — / (/ i d&?) dy — / [ex-i-y} In_yo dy
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(b)
//a:sinmdydm:/ (/ xsinxdy) dx:/ xsinx(/ 1dy> dx
o Jo 0 0 0 0

= / 2?sinx dv = [~z cos 7]7_, +/ 2z cosx do = 72 + 2 ([x sinz|7_, — / sin x dx)
0 0 0

= 1% 4 2[cos z]] = 7° — 4

(c) Mivel Sizy primitivfiggvényét nem tudjuk meghatarozni, probalkozzunk az integra-
lasi sorrend megcserélésével!l A 2c. abréarol konnyt leolvasni, hogy a megcserélés a
kovetkezdképpen torténik:

™ T ™ Y4 " Y si
/ / siny dy dx:/ / siny da dy:/ </ siny dx) dy
o Jo Y o Jo Y 0 o ¥
T Y T
:/ smy </ 1dx> dyZ/ siny dyZ[_COSy];r:o:?
o Y 0 0

3. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x* + 2y fiiggvény integréaljat az A(1,1), B(0,3), é¢s C(3,0)
pontok altal hatarolt haromszogon!

Megoldas. Az integralasi tartomanyt ad6 haromszoget a 3. dbran lathatjuk. A kovet-
kez6 integralt kell kiszamolnunk:
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3. dbra. Integralasi tartomany a 3. feladatnél, e; : y =3 —z, e : y = 3_Tx, e3:y=3—2x

4. Szamitsuk ki az alabbi improprius kettds integralokat!

(a) ¥ Je 7ty dy da
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4. dbra. Integréalasi tartomany a 4. (a) feladatnal

) 2 )2 e dr dy
Megoldas.

(a)

= Myl * ] 1
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dz dy = — _dx- ——d
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= (lim [arctgz]’ . + lim [arctgz];)® = (0 +Il 4o O) = n?
c— 00 c— 00

Gyakorlofeladatok.

1. Vazoljuk fel az integralasi tartoményt, majd hatarozzuk meg az alabbi ketts integralok
értékét!

fo 0 1+y dz dy

(a)

(b) [ (T +y)? dz dy

() Jo i 3yPe™ du dy

(d)
)

d 2\/1n7 f\/mer dl’ dy
2

(e fo ffy4+1 dy dz
Eredmények.

a) Az integral értéke:
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(b) Az integral értéke:
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(c) Az integral értéke: e — 2.
(d) Az integral értéke:

N
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(b) Integralési tartomany az 1.
(b) gyakorlofeladatnal
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(a) Integralasi tartoméany az 1.
(a) gyakorlofeladatnal
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(c) Integralési tartomény az 1.
(c) gyakorlofeladatnal
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(d) Integralasi tartoméany az 1. (d) gya-
korlofeladatnal

(e) Integralasi tartomany az 1. (e) gya-
korlofeladatnél

5. abra. Abrak az 1. gyakorlofeladathoz.
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(e) Az integral értéke: 5L,
= 12 — 3y? henger és az

2. Hatarozzuk meg a térfogatat annak az éknek, amelyet a z
x + 1y = 2 sik vag ki az els6 térnyolcadbol!

Eredmény. 20



