MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

12. Gyakorlat megoldasai

1. Szamitsuk ki az alabbi téglalapon vett integrélokat!
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Megoldas. A kétvaltozos, valos érték folytonos f fiiggvény D = [a, b] X [c, d] téglalapon
vett integraljanak kiszamitésara Fubini tételét hasznaljuk:

/DfZ/cd</abf(x,y) dx) dy:/a”</cdf<x,y> dy) .

1. dbra. Integralasi tartomany az (a) feladatnal
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2. abra. Integralasi tartomény a (b) feladatnal
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3. abra. Integralasi tartoméany a (c) feladatnal
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. Szamitsuk ki az alabbi normaltartomanyon vett integralokat!
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Megoldas. Egy sikidomot, melyet alulrél és feliilrél is x folytonos fiiggvényei hatarolnak,
x-szerinti norméaltartoménynak neveziink. Azaz, legyenek ¢, ¢ : [a,b] — R folytonos
fliggvények, az integralasi tartoményunk pedig

N, = {(z,y) € R*: z € [a,b], p(z) <y < ()},

/zf:/ab (/Pf:j)f(w7y) dy) dz.

Hasonléan definialhatjuk az y-szerinti norméaltartomanyt, és az azon vett integralt: le-
gyenek p, o : [a,b] — R folytonos fiiggvények, az integralasi tartomanyunk pedig

N, = {(z,y) e R*: p(y) <z < o(y),y € [a,b]}.

/Ny = /ab ( p:)y) f@.9) dx) dy.
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Vigyazat, az integralas sorrendje ebben az esetben mar nem cserélhetd meg meggondolés
nélkiil!

In 8§ -
r=Iny

]_A

T

4. abra. Integraléasi tartomany az (a) feladatnal
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5. abra. Integralasi tartomény a (b) feladatnal
(b)
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(c) Mivel % primitivfiiggvényét nem tudjuk meghatarozni, probalkozzunk az integra-

lasi sorrend megcserélésével! A 6. abrardl konnyt leolvasni, hogy a megcserélés a
kovetkezSképpen torténik:
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6. abra. Integralasi tartoméany a (c) feladatnal
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7. abra. Integralasi tartomény a (d) feladatnal

(d) Mivel ﬁ primitivfiiggvényét nem tudjuk meghatarozni, probalkozzunk az integra-
lasi sorrend megcserélésével! A 7. abrardl konnyt leolvasni, hogy a megcserélés a
kovetkezsképpen torténik:

v
——— dy dz = dz dy = dz | d
//y+1yx//y+1xy/o</oy4+1x>y

1 y 1 4 2 In17
= 1d dy = d 1 1 =
o Y +1 </0 x) T /0 1Y 4[n(y Dm0 4

3. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x* + 2y fiiggvény integréaljat az A(1,1), B(0,3), és C(3,0)
pontok altal hatarolt haromszogon!

Megoldas. Az integralasi tartomanyt ad6é haromszoget a 8. dbran lathatjuk. A kovet-
kez6 integralt kell kiszamolnunk:
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8. abra. Integrélasi tartomany a 3. feladatnal, e; : y =3 —x, €51y = ,e3:y=3—2x

4. Szamitsuk ki az alabbi improprius kettds integralokat!
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Megoldas.
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9. abra. Integralasi tartomany az (a) feladatnéal
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Gyakorlofeladatok.

1. Vazoljuk fel az integralasi tartoményt, majd hatarozzuk meg az alabbi kettds integralok
értékét!

0

Eredmények.

(a) Az integral értéke: e — 2+ 4.
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10. &bra. Integralasi tartomany az (a) feladatnal

(b) Az integral értéke: 3.
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11. abra. Integralasi tartomény a (b) feladatnal

(c) Az integral értéke: e — 2.

12. abra. Integralasi tartomany a (c) feladatnal
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13. abra. Integralasi tartomany a (d) feladatnal

(d) Az integral értéke: 2.

2. Hatarozzuk meg a térfogatat annak az éknek, amelyet a 2z = 12 — 3y? henger és az
x + 1y = 2 sik vag ki az els6 térnyolcadbol!

Eredmény. 20

3. Az ebben a feladatban szerepld integralok, ill. ezek Osszegei, xy-sikbeli tartomanyok
teriiletét adjak. Vazoljuk fel a tartoményokat, adjuk meg a hatarolégérbéket és a met-
széspontokat! Majd szamitsuk ki az integralokat!

(a) Jo! S 1y da

(b) SO L0 1 dy det [T 1 dy da
Eredmények.

(a) Az integral értéke: /2 — 1.
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14. &bra. Integralasi tartomany az (a) feladatnal, g1 : y = cosz, g2 : y = sinx

(b) Az integral értéke: 3.
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15. abra. Integralasi tartomany a (b) feladatndl, g1 :y =1 -2, go:y = =5, g3 : y = —27



