MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

11. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg a megadott fiiggvények Osszes lokédlis minimumat, maximumét, ezek
helyét és a nyeregpontokat is!

(a) f(x,y) =22 + 3zy + 4y* — 5 + 2y
(b) flz,y) = (2% —y?)e™™

Megoldas. Az f : R? — R fiiggvénynek csak akkor lehet az (x,y) pontban lokalis
szélsGértéke, ha Vf(x,y) = 0, azaz

0 0
3—£(:C,y) =0 ¢ a—g(fc,y) =0.
Ha ez a feltétel teljesiil (z,y) pontban, akkor tovabbi vizsgalat adja meg, hogy valoban
szélsGértékhelyet talaltunk-e, és ha igen, akkor milyen tipustt. Ez a vizsgélat a kdvetkezs:

a
92f 92f

Ho.y) = [—f(y) %@u,y)]

matrixot az f fiiggvény (x,y) pontbeli Hesse-matrixanak nevezziik.

Amennyiben %(m,y) =0és g—g(w,y) =0és

e H(z,y)11 > 0ésdetH(x,y) >0 = f-nek (z,y)-ban lokalis minimuma van,
o H(z,y)11 <0ésdetH(x,y) >0 = f-nek (z,y)-ban lokalis maximuma van,

e detH(z,y) < 0 = f-nek (z,y)-ban nincs lokalis szélsGértéke (itt agynevezett nye-
regpont van).

Egyéb esetekben specidlis vizsgalat sziikséges.

(a) Az els6rendi parcialis derivaltak:

0

—f:4m—|—3y—5,

ox

0
f:3m—|—8y—|—2.

dy
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1. abra. Abra az la. feladathoz: minimumhely (2, —1)-ben, minimumérték —6.

Hogy megkapjuk, mely (z,y) pontokban lehet lokalis szélsGérték, a kovetkezd egyen-
letrendszert kell megoldanunk:

dr+3y—5=0

3r+8y+2=0
Ennek a megoldasa x = 2, y = —1. Tehat a P(2,—1) pontban lehet egyediil lokalis

szélsGérték. Vizsgaljuk meg ebben pontban a Hesse-matrixot. Ehhez szamitsuk ki
el6szor a masodrendi parcialis derivaltakat:

0% f

%($ay) :47
*f *f
o*f

3Ty($,y) =38

Azaz a Hesse-matrix elemei most konstansok, igy

H(2,—1) = [;" 2} .

Mivel H(2,—1);1 =4 > 0 és detH(2,—1) =32 —9 = 23 > 0, ezért a fiiggvénynek
P(2,—1)-ben lokélis minimuma van, a minimumeérték f(2,—1) = —6.

(b) Az elsérendii parcialis derivaltak:

of
2L = _oye.
oy ye

Hogy megkapjuk, mely (z,y) pontokban lehet lokalis szélsGérték, a kovetkezd egyen-
letrendszert kell megoldanunk:
2z —2* +y*)e " =0
—2ye " =0
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2. abra. Abra az 1b. feladathoz: maximumbhely (2,0)-ban, maximumérték 4e~2 (piros), nye-

regpont (0,0)-ban (kék).

Ennek a megoldasa x =0, y =0 és x =2, y = 0. Tehat a P;(0,0) és a P»(2,0) pon-
tokban lehet lokalis szélsGérték. Szamitsuk ki a masodrendid parcialis derivaltakat:

ﬁ(91: Y= (=2r+2°—y*+2—21)e "
g (oY y ;
*f _f o 2

o0 f .

7y (r,y) = —2e7".

Tehat a Hesse-méatrix:

x4+ a2 —12+2—2x)e* e "
H(‘Tay) = |:( 256—:1: ) _%e—x:| :

El6szor vizsgaljuk meg a Hesse-matrixot a P;(0,0) pontban. Ekkor

H(0,0) — B _02} .

Mivel detH(0,0) = —4 < 0, ezért a fliggvénynek P;(0,0)-ban nincs lokalis szélsGér-
téke, itt nyeregpont van.
A Hesse-matrix az P5(2,0) pontban:

H(2,0):{_26_2 0 ]

0 —2e2|"

Mivel detH(2,0) = 4e™% > 0 és H(2,0);; = —2e¢2 < 0 ezért a fiiggvénynek Py(2,0)-

ben lokalis maximuma van, a maximumérték 4e 2.

2. Mennyi a maximuma zy-nak, ha r +y = 167

Megoldas. Oldjuk meg a feladatot a Lagrange-multiplikitor modszerrel! Legyen f(z,y)
= a2y, g(x,y) = v +y — 16. Ekkor a kovetkezs h fliggvényt Lagrange-fiiggvénynek
nevezziik, a A valtozot Lagrange-multiplikdtornak:

h(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y).



3. abra. Abra a 2. feladathoz: az f(x,y) = xy feliilet, az 2 +y = 16-ot kielégits pontjai (fekete
gorbe) és a feltételes maximumhely (piros gomb).

Ott lehet f maximalis g = 0 feltétellel, ahol Vh = 0, azaz

oh oh oh

_(xayvA):()) —(x,y,)\) :09 5

pe 3y (,y,A\) =0

Jelen esetben h(z,y,\) = xy — Mz +y — 16), igy
oh

— AN =y—\
am@w,) y—A
Z—Z(az,y,)\):x—)\,
Oh
5(x,y,)\)—x+y—16.
Az
y—A=0
z—A=0
vty —16=0

egyenletrendszer megoldasa r = y = A = 8 — konnyen latszik, hogy ez val6ban maximuma
f-nek az x + y = 16 egyenes mentén (ugyanis: az egyenes mentén eltavolodva (8, 8)-bol
(8 +¢,8 — €)-ba zy értéke 64-161 (8 + £)(8 — &) = 64 — e*-re csokken, valamint a mésik
iranyba tavolodva is hasonld6 mondhato el), tehat zy maximuma = + y = 16 feltétellel
88 =064.

Gyakorlofeladatok.

1. Hatarozzuk meg a megadott fiiggvények Osszes lokélis minimumat, maximumat, ezek
helyét és a nyeregpontokat is!

(a) f(z,y) =2+ y> — 3wy
(b) f(x,y) = ($—1)y+%



(2 1
(©) f(ey) =@ +1) (y+1)
Eredmények.
(a) (0,0) nyeregpont, f(1,1) = —1 lokalis minimum
(b) (1,1

(¢) f(0,1) = 2 lokalis minimum, f(0,—1) = —2 lokalis maximum

, 1) nyeregpont

© fla.y) = @+ 1) (y+ )

4. abra. Abra az 1. gyakorléfeladathoz: lokalis minimumok (piros), lokalis maximumok (kék),

nyeregpontok (zold).

2. Mennyi a minimuma x + y-nak, ha zy = 16 és y > 07

Eredmény. 8
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5. dbra. Abra a 2. gyakorlofeladathoz: az f(x,y) = x + y feliilet, az xy = 16-ot kielégits
pontjai (fekete gorbe) és a feltételes minimumhely (piros gémb).



