MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

10. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények parcialis derivaltjait és irjuk fel a gradiensvektort!

(a) flz,y) =a*—zy+y°
(b) f(z,y) =e"Iny

Megoldas. A kovetkezSképpen definialjuk az x- és y szerinti parcidlis derivaltat:
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a—y(xoyyo) = 11_1301 ‘

Ezek azt mutatjak meg, hogy az (x¢, yo) pontban a fiiggvénygrafikon milyen meredek az
x-, illetve az y tengely iranyaban.

A fenti képletekbdl latszik, hogy parcialis derivaltakat gy szamitunk, hogy csak a deri-
valasi valtozo szerint derivalunk, a masik valtozot konstansnak tekintjiik.

Az f fliggvény gradiensvektora a kovetkezd:
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2. Hatarozzuk meg az f(x,y) = In(z + y?) 6sszes masodrendii parcidlis derivaltjat!

Megoldas. A mésodrendii parciélis derivaltakat gy kapjuk, hogy az elsérendi parcialis



derivaltakat derivaljuk x, illetve y szerint.

;;—aj;(%y) = 8% (%hl(x +92)) = 8% (szﬂ) T (@ J?yyz)2
-8 () 5 () -2t nece

Nem véletlen, hogy %(xo,yo) = %afy(xg,yo) — ez mindig teljesiil, ha ezek a parcia-
lis derivaltak értelmesek és folytonosak (xg, o) egy nyilt kornyezetében. Ezt nevezziik
Young-szabalynak.

3. Adjuk meg az f(z,y) = xy — e ¥ fliggvény (12, —5) irany menti derivaltjat a Py = (1, 1)
pontban!
Megoldas. Legyen f : D C R? — R értelmezve (x9,%0) egy kornyezetében, valamint

legyen v = (v, v9) egységvektor. Ekkor az f fliggvény iranymenti derivaltja a v irdnyban

f(xo + tvr, yo + tve) — f(xo,v0)
t M

va(xo» yO) = lim
t—0

Az irdnymenti derivalt azt adja meg, hogy (xg, ) pontbol v irdnyba indulva milyen
meredeken nd vagy csokken a fliggvény.

Egyszerti modon a kovetkez6képpen kaphatd meg: V., f = (Vf, v).

Jelen esetben (12, —5) nem egységvektor, a hossza /122 + 52 = 13. Tehéat legyen v =

(%, —%) Valamint

Vi=(y—eao+e™) = VILL=(0,2)

ey 12 5 10
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1. abra. Abra a 3. feladathoz: f(z,y) = zy —e* ¥, az (1,1) pontbeli érték és a (12, —5) irany.



4. Adjuk meg azokat az iranyokat, amelyekben az f(x,y) = x* — y? fiiggvény a Py = (1,1)
pontban a leggyorsabban novekszik, illetve csdkken!

Megoldas. Az el6bb emitettiik, hogy belathato a kdvetkezs:

(Vfv)=Vuf,

Ebbdl konnyen latszik, hogy (V f, v) akkor maximaélis, ha V f és v parhuzamos. Tehét a
fliggvény akkor novekszik a leggyorsabban, ha az adott pontbeli gradiensvektor iranyaban
mozdulunk el. Hasonloan, (V f, v) akkor minimalis, ha V f és v ellentétes iranyu. Tehat a
fiiggvény akkor csokken a leggyorsabban, ha az adott pontbeli gradiensvektorral ellentétes
irdnyaban mozdulunk el.

Nyilvan akkor mozdulunk el a leggyorsabban felfelé vagy lefelé, ha merdlegesen megytink
a szintvonalakra. Tehét a gradiensvektorok merdlegesek a megfelel§ szintvonalakra. Ezt
megfigyelhetjiik a 4. abran.

Jelen esetben a gradiensmezd:

Vf(iﬂ,y) = (21:, _29),

tehat a gradiensvektor a Py = (1,1) pontban (2, —2) — ebben az irdnyban elmozdulva
fog a fliggvény a leggyorsabban ndéni, valamint a (—2,2) irdanyban fog a leggyorsabban
csokkenni.
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(a) f(x,y) = 22 — y?, az (1,1) pontbeli
értek és a (2,—2), (—2,2) iranyok. (b) Gradiensmezd és szintvonalak.

2. abra. Abra a 4. feladathoz.

5. Szamitsuk ki a z = 22 + y? feliilet Py = (1,1,2) pontbeli érintdsikjanak egyenletét!
Megoldas. Nyilvan v, = (1, 0, %) és vy = (0, 1, g—zfj) nem parhuzamos elemei az érintd-
stknak. Ezért vektorialis szorzatuk megadja a sik egy normélvektorat:

N =y X Uy = <g—£,g—£,—1>.

Tehét a Py = (xo, Yo, 20) pontbeli érintésik egyenlete:

g—i(%»yo)(w — ) + g—z(%,yo)(y — o) — (2 — 2) = 0.



Jelen esetben

Towy=2 = Zan=s
0 0
a—g];(:v,y) =2y = 8_];;(1’1) = 2.

Tehat az érint6sik egyenlete 2(x — 1) +2(y — 1) — (2 — 2) =, azaz z = 2z + 2y — 2.

3. abra. Abra a 5. feladathoz: f(z,y) = 2% + v és az érint6sik.

Gyakorléfeladatok.
1. Lassuk be, hogy az f(x,y) = /22 +y? a D = R*\{(0,0)} tartoményon megoldja a
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Laplace-egyenletet!

2. Legyen f(x,y) =y — 2% Adjuk meg a gradienst a Py = (2,1) pontban, azutan vazoljuk
fel a gradienst és azt a szintvonalat, amely az adott ponton atmegy!

Eredmény. Vf(2,1) = (—4,1), a szintvonal az y = x® — 3 egyenletii parabola lesz
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4. abra. Abra az 2. gyakorléfeladathoz: f(x,y) =y —x

2

, a szintvonalak és a gradiensmezd.



3* Mutassuk meg, hogy az f(z,y) = /2?+ y? fiiggvénynek nem létezik a Py = (0,0)
pontban irdnymenti derivaltja (1,1) iranyban!
f(tvl,tv2)—f(0,0)
+ t

Tipp. Szamitsuk ki kiilon-kiilon a lim;_.q és a lim;_,o_ w ha-

tarértéket!

5. abra. Abra az 3. gyakorléfeladathoz: f(x,7y) = /22 + y2. Figyeljiik meg, hogy az origoban
"hegyes’!



