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EPITOMERNOKOKNEK

10. Gyakorlat megoldasai

1. Léteznek az alabbi hatarértékek? Amennyiben igen, allapitsuk meg értékiiket!

. z—y+2/x—2
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(b) lima.y)0.0) o]

Megoldas. Legyen f: D C R? — R értelmezve (zg,%0) egy kipontozott kornyezetében
(ez egy halmaz (z, yo) korill, ami (z¢,yo) pontot nem tartalmazza). Azt mondjuk, hogy
f hatéarértéke az (g, yo) pontban az L szam, ha barmely € > 0 esetén létezik 6 > 0, hogy

[f(a,y) = L[ < e

ha

0 </ (z—20)2+ (y — y0)? < 0.

Azaz, ha (x,y) kozel van (xq,yo) ponthoz az z,y-sikban, akkor f(x,y) kozel van az L
szamhoz. Pontosan akkor folytonos a fiiggvény az értelmezési tartomany (¢, yo) pontjé-
ban, ha L = f(xo,4), azaz a hatarérték a helyettesitési érték.
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mert az egyvaltozos gyokfiiggvényrsl tudjuk, hogy folytonos.

(b) Kozelitstink a (0,0) ponthoz y = ma egyenlet egyenesek mentén. Ha létezne ha-
tarérték, természetesen minden ilyen egyenes mentén ugyanaz kellene hogy legyen.

Viszont )

im = lim
(z,9)—0,0) |xy|  2-(0,0) |mz?|

= sgn m.

Azaz példaul az y = x egyenes felett 1-hez tart a fliggvényérték, mig az y = —x felett
-1-hez. Tehat nem létezik a hatarérték (0, 0)-ban.



2. Adjuk meg az f(z,y) = 2zy — 3y* fiiggvény (4, 3) irany menti derivaltjat a Py = (2,1)
pontban!

Megoldas. Legyen f : D C R? — R értelmezve (zg, o) egy kiornyezetében, valamint
legyen v = (v, vy) egységvektor. Ekkor az f fiiggvény irdnymenti derivéltja a v irdnyban

t t _
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Az irdnymenti derivalt azt adja meg, hogy (zo,yo) pontbol v irdnyba indulva milyen
meredeken né vagy csokken a fiiggvény.

Jelen esetben (4,3) nem egységvektor, ezért osszuk le a hosszaval, ami /42 4+ 32 = 5.

Tehat legyen v = (%, %) Igy az iranymenti derivalt:
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3. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények parcialis derivéltjait!

(a) f(z,y) =2"—ay+y?
(b) f(z,y) =e¥Iny

Megoldas. A parcialis derivaltak specialis iranymenti derivaltak: az iranyok a koordi-
natatengelyek (vagy masképpen mondva, a természetes bazisvektorok). Az (1,0) iranya
iranymenti derivalt az x szerinti parciélis derivalt, a (0,1) iranyt irdnymenti derivalt az
y szerinti parcialis derivalt, azaz
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A fenti képletekbdl latszik, hogy parcidlis derivaltakat Ggy szamitunk, hogy csak a deri-
valasi valtozo szerint derivalunk, a masik valtozot konstansnak tekintjiik.

(a)

of of
g 1Y) =2~y 8y(at,y) y—x
(b) " o o
e
2 — ry 2 — Yy R
ax(af,y) ye™Iny 8y(w,y) re™Iny + )

4. Hatéarozzuk meg az f(x,y) = In(x + y?) 6sszes masodrendii parcialis derivaltjat!



Megoldas. A mésodrendii parciélis derivaltakat ugy kapjuk, hogy az elsérendi parcialis
derivaltakat derivaljuk x, illetve y szerint.

T =5 (i) = 5t () = G
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Nem véletlen, hogy aajgx(x,y) = 8(9:5; (x,y) — ez mindig teljesiil, ha értelmesek ezek a

parcialis derivaltak. Ezt nevezziik Young-szabélynak.

. Adjuk meg azokat az irdnyokat, amelyekben az f(x,y) = z? — y? fiiggvény a Py = (1,1)
pontban a leggyorsabban novekszik, illetve csdkken!

Megoldas. Definialjuk az f fiiggvény gradiensmezejét a kovetkezSképpen:
_(of of
Vi= (835’ ay) '

Vf‘?):vvf,

ahol - a skalarszorzatot jeloli. Kénnyen latszik, hogy V f - v akkor maximalis, ha Vf és
v parhuzamos. Tehét a fliggvény akkor novekszik a leggyorsabban, ha az adott pontbeli
gradiensvektor irdnyaban mozdulunk el. Hasonléan, V f - v akkor minimalis, ha V f és v
ellentétes irdanyu. Tehat a fiiggvény akkor csokken a leggyorsabban, ha az adott pontbeli
gradiensvektorral ellentétes iranyaban mozdulunk el.

Belathato, hogy

Jelen esetben a gradiensmezé:

Vf<$7y) = (21’, —Qy),

tehat a gradiensvektor a Py = (1,1) pontban (2, —2) — ebben az iranyban elmozdulva
fog a fliggvény a leggyorsabban ndéni, valamint a (—2,2) irdanyban fog a leggyorsabban
csokkenni.

. Szamitsuk ki a z = /4 — 22 — y? feliilet Py = (0,0, 2) pontbeli érintésikjanak egyenletét!

Megoldas. Nyilvan v, = (1, 0, %) és vy = <0, 1, %) nem parhuzamos elemei az érinté-

sitknak. Ezért vektorialis szorzatuk megadja a sik egy normalvektorat:

N = Vy X Uy = (g—i,g—‘;j,—l).

Tehat a Py = (xo, Yo, 20) pontbeli érintésik egyenlete:

%(ﬂﬁoa Yo) (@ — o) + %(xoayo)(y —Y0) — (2 —20) = 0.



Jelen esetben
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Tehat az érintésik egyenlete z = 2.

Gyakorléfeladatok.

1.

5%

Legyen f(z,y) = \/y —z. Adjuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyéat, hatarozzuk
meg az értékkészletét, valamint adjuk meg a szintvonalakat!

Eredmény. D; = {(z,y) € R? | y > z}, szintvonal z magassidgban: y = x + 22

Léteznek az alabbi hatarértékek? Amennyiben igen, allapitsuk meg értékiiket!

(a) limygy)—(1,1) cos /|y — 1
. 1.4

(b) Tim(a ) 0.0) 72552

Eredmények.

(a) 1

(b) nem létezik

. Lassuk be, hogy az f(z,y) = /22 + 3% a D = R?\{(0,0)} tartomanyon megoldja a

Af ._ﬁ azf

= — =0
0%z * 0%y

Laplace-egyenletet!

Legyen f(z,y) =y — 2% Adjuk meg a gradienst a Py = (2, 1) pontban, azutan vazoljuk
fel a gradienst és azt a szintvonalat, amely az adott ponton dtmegy!

Eredmény. Vf(2,1) = (—4,1), a szintvonal az y = x? — 3 egyenletii parabola lesz

Mutassuk meg, hogy az f(x,y) = /22 + y? fliggvénynek nem létezik a Py = (0,0)
pontban irdanymenti derivaltja (1,1) irdnyban!

f(tv17tv2)—f(070) f(t’l)1,t’l)2)—f(0,0) h
t t

Tipp. Szamitsuk ki kiilon-kiilon a lim; o és a lim;_,o_

tarértéket!
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