MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —

EPITOMERNOKOKNEK

9. Gyakorlat megoldasai

1. Hatéarozzuk meg az alabbi méatrixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!

o B o e o

Megoldas. Az A métrix sajatértéke a A szam, ha létezik v vektor, amelyre Av = v,
azaz A mint lineéris leképezés a v iranyban A-szoros nyujtas. Ekkor v-t a A sajatértékhez
tartozo sajatvektornak nevezziik.

Alakitsuk tovabb az Av = v egyenletet! Ez ekvivalens az (A — A\ )v = 0 egyenlettel,
ahol I a megfelel6 méretii egységmatrix. Ennek az egyenletnek pontosan akkor van nem-
trivialis megoldésa, ha det(A — A\I) = 0. Ezt az tgynevezett karakterisztikus egyenletet
megoldva kapjuk meg a sajatértékeket. A sajatvektorokat adott A\ sajatértékhez pedig a
(A — M )v = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.

(a)

det(A — \I) = 10—

Latjuk, hogy det(A — AI) = 0 pontosan akkor, ha A = 1 vagy A = —1, tehat ezek a
sajatértékek.

’0—)\ 1':%_1‘

A )\ = 1-hez tartozoé sajatvektorok kiszamitasdhoz a kovetkezs egyenletrendszert kell

megoldanunk:
01 . 1 0 V1| 0
10 0 1 V2 - 0’
—1 1 V1] 0
1 -1 (%) N 0
Az els6 egyenlet szerint —v; = —vq, tehat v = (t,t), t € R alakuak a sajatvektorok
a A = 1 sajatértékhez. (A masodik egyenletbdl is ez jonne ki.)

azaz

A X = —1-hoz tartozo sajatvektorok kiszamitasdhoz a kovetkezd egyenletrendszert

kell megoldanunk:
o1 -1 0 vi| |0
10 0 —1 ve|  |0]”



azaz
1 1 1| 0
i) -1
Az els6 egyenlet szerint v; = —wy, tehat példaul a v = (¢,—t), t € R alakiak a
sajatvektorok a A = —1 sajatértékhez. (A méasodik egyenletbdl ugyanez jonne ki.)
Vegyiik észre, hogy a métrixunk az y = z egyenesre tiikrozés matrixa! A (¢,t)

iranyban (tehat az y = x egyenes mentén) ez a leképezés valoban egyszeres nyujtas.
Az erre merdleges (t, —t) iranyban pedig éppen —1-szerezés.

det(A — X)) = ’10 —A -9

4 _2_)\‘:(10—)\)(—2—)\)+36:)\2—8)\+16:(/\—4)2

Ez pedig pontosan akkor 0, ha A = 4, tehat ez az egyetlen sajatérték. Mivel kétszeres
gyoke a karakterisztikus egyenletnek, azt mondjuk, hogy a multiplicitasa ketts. A
sajatvektorok kiszamitasdhoz a kdvetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

10—-4 -9 vi| |0
4 —2—4| |va| |0]”
6 =9 |vi| |0
4 —6 Vo o 0"
Az els§ egyenlet alapjan 6v; = vy, tehat v = (3t,2t), t € R alakuak a sajatvektorok
a A = 4 sajatértékhez. (A masodik egyenlet nem hordoz tovabbi informéaciot, az elsé

azaz

2-szorosa.)
()
4—-X 0 0
det(A — \I) = 0 =X 2/=0l-NN\=16)=—(4—-N?*4+ N\
0 8 —A
pontosan akkor 0, ha A = +4. A A = —4-hez tartozo sajatvektorok kiszamitésa:
8 0 0f [wn 0
0 4 2 V2| = 0
0 8 4] |vs 0

Ebbél azt kapjuk, hogy v; = 0 és 2v, = —wv3 tehat v' = (0,¢,—t), t € R alakiak a
sajatvektorok A = —4-hez.

Nézziik a 4-hez tartozo sajatvektorokat. Ez egy ketté multiplicitasu sajatérték, és ta-
lalhatd hozza két linearisan filiggetlen sajatvektor. A kovetkezs egyenletrendszert kell
megoldani:

0 0 0] |n 0

0 —4 2| |vy| =10

0 8 —4 V3 0

Mindharom egyenletet megvizsgalva latszik, hogy v, tetszdéleges. A maéasodik egyenlet
alapjan 2v3 = 4vy. (A harmadik egyenlet ennek a —2-szerese, tehat nem ad 1) informé-
ciot.) Tehat a sajatvektorok (s,t,2t), s € R, t € R alakuak. Ezek alapjan megadhato
két linearisan fiiggetlen megoldas, példaul v? = (1,0,0) és v® = (0,1,2). Azaz a 4 sa-
jatértékhez egy kétdimenzios sajataltér tartozik: ebben a sikban a leképezés négyszeres
nyajtas.



2. Dontsiik el, hogy az

A=

o O =
L)
)

diagonalizalhato-e! Ha igen, akkor keressiik meg azt a () matrixot, amely diagonalizalja
az A-t, majd hatarozzuk meg a Q' AQ-t. Adjuk meg A'® matrixot!

Megoldas. Amennyiben a leképezés rendelkezik harom linearisan fiiggetlen sajatvektor-
ral, a matrixa diagonalizalhat6 (azaz bazistranszformacioval olyan alakra hozhato, hogy
az atloban a sajatértékek talalhatok, a tobbi elem nulla). Mégpedig a kévetkezSképpen:
legyen v!,v2 v® harom lineéarisan fiiggetlen sajatvektor, a hozzajuk tartozo sajatértékek
pedig A1, A2, A\3. Legyen

A1 00
Q= |vt|v?| ], D=0 X O
0 0 s

Ekkor AQ = QD, azaz Q 'AQ = D. Vagyis A leképezés a sajtarvektorai altal alkotott
bézisban diagonalis matrix. Vagy masképpen A = QDQ™!, és igy konnyti latni, hogy
A" = QD"Q~!, ahol

Ar0 0
D=0 A 0
0 0 A

(Gondoljuk ezt végig!) Amennyiben ez lehetséges, (példaul ha A szimmetrikus méatrix)
célszerd harom egységhosszi, merdleges sajatvektort valasztani, mert ebben az esetben
Q ortogonélis matrix lesz, és ekkor Q! = QT (ezt gondoljuk meg!).

Térjiink ra a feladat megoldésra. El6szor keressiik meg A sajatértékeit!
1—Xx 0 0
det(A—X)=] 0 1-X 1 |=1=XN((1-X>=1)
0 1 1—A
Ez akkor 0, ha A =1, A =2, vagy A =0 — ez a harom sajatértékiink.

A A\ = 1-hez tartozo sajatvektorokat a kovetkezd lineéris egyenletrendszer megoldasaként
kapjuk:

0 0 Of [n 0
0 0 If [va] = |0
0 1 0] [vs 0
).

Ennek egy megoldasa v' = (1,0,0

A )\ = 2-ho6z tartozo sajatvektorokat a kovetkezd linearis egyenletrendszer megoldasa-
ként kapjuk:

—1 0 0 U1 0
0 -1 1 vo| = |0
0 1 —1 V3 0

Ennek egy megoldéasa v? = (O, \%, \%)



A Ay = 0-hoz tartozo sajatvektorokat a kovetkezd linearis egyenletrendszer megoldasa-
ként kapjuk:

1 0 0] |v 0
01 1 Vo | = 0
011 V3 0
Ennek egy megoldésa v® = (O, \%, —\%)
Igy
1 0 Ol 1t o o] [1 O 0 1 00
1 1 1 1
0 ?5 ?5 0 1 1|0 ? ?5 =10 2 0
0 5 5 0 1 1| |0 % ~ 5 0 00
Valamint
1 0 Ot o o]l O 0 1 0 0
1 1 1 1
Alozoﬁqﬁozmo 0? ?5202222
0 % 5 0 0 0] 10 % 5 0 27 2

. Allapitsuk meg, hogy a 422 — 20xy + 25y% — 152 — 6y = 0 egyenlet milyen gorbét hatéaroz
meg a sikon, majd abréazoljuk is!
Megoldas. Ez egy kupszelet egyenlete, a cél attérni olyan koordinatakra, amelyekben

a koordinatatengelyek parhuzamosak a kupszelet tengelyeivel. Ebben a koordinatarend-
szerben mar a kozépiskoldban tanultak szerint abrazolhatjuk a kupszeletet.

Irjuk 4t az egyenletiinket )
x x

x A + K =0

= v _y} [y]

alakba. Ekkor

4 —10]
A= [_10 25 K =[-15 —6].

Hatarozzuk meg A sajatértékeit!

4—- A —10

det(A — \I) = ’ 10 95—\

’ = (4—A)(25 — \) — 100 = A(X\ — 29)

Ez pontosan akkor 0, ha A = 0 vagy A\ = 29.

Hatarozzunk meg elGszor egy A; = 29 sajatértékhez tartozoé egységhosszi sajatvektort:

—25 —10] [0] _ [0
—10 —4 (%) o 0
Tehat —10v; = 4vy, azaz —5v; = 2vy. Legyen v' = (2, —5). Mivel ||| = v/29, ezért

o= (2 5
V29’ V29

Hatarozzunk meg most egy Ay = 0 sajatértékhez tartozo egységhosszu sajatvektort is:

4 21

> egységhosszi sajatvektor a \; = 29 sajatértékhez.



Tehat 4v; = 10vy, azaz 2v; = Huy. Legyen 2 = (5,2). Mivel [|0?]| = /29, ezért

v? = (\/%, %) egységhosszi sajatvektor a Ao = 0 sajatértékhez.

Legyen a v',v? a két 1j bazisvektorunk! Azaz, ha

legyen

mivel () ortogonalis matrix. Azaz:

2 D
/
= —1r — —— y
V29 \/29y
.5 2
= —X +

Y /29 \/—2—9,0
Legyen x = (z,y), ' = (2/,y'). Ekkor az egyenletiink masodfoku része:
zAz" = 2QDQTz" = (Q"2")"D(Q"z") = 2’ D(2)",
ahol

29 0
p-[21)

Tehat
4x® — 20xy + 25y* = 29(a')*.

Irjuk &t az els6foku részt is az 4j koordinatakbal
Kz' = KQQ"z" = K'(z)",

ahol
K =KQ=1[0 —3v29]

Azaz,
—152 — 6y =0 - 2" — 3v29y/

Tehat Gsszességében

0 = 422 — 202y + 25¢° — 152 — 6y = 29(2') — 3v/29y'

Ez az alabbi dbrén lathato parabola egyenlete:



T
!
x
Gyakorlofeladatok.
1. Hatarozzuk meg az aldbbi méatrixok sajatértékeit!
5 0 0 0 0
2 10 0 0 O
A=1|3 =4 1 0 0|, T={azy= —ux egyenesre tiikrozés méatrixa}
6 -4 1 0 0
1 9 23 6 —4

2*

Eredmények. A sajatértékei: 5,10,1,0, —4, T sajatértékei: £1
Legyen

_ |cosa —sina
~ |sina  cosa

az origop koriili a-szogi forgatas méatrixa. Hatérozzuk meg (komplex) sajatértékeit! A
geometriai szemléletiink segitségével magyarazzuk meg, miért nem lehet valos sajatér-
téke!

Eredmények. A\ = cosa *isina

Dontsiik el, hogy az
00
A=10 0
0

— o O

3

diagonalizalhato-e! Ha igen, akkor keressiik meg azt a P matrixot, amely diagonalizalja
az A-t, majd hatarozzuk meg a P~ AP-t és ennek segitségével adjuk meg A'® matrixot!

Eredmények.
00 —1 100 000
P=101 0}, PtAP =10 0 0f, AY=10 0 0
10 3 00 0 301



4. Allapitsuk meg, hogy a 222+ 2y?> — 2zy = 1 egyenlet milyen gorbét hataroz meg a sikon,
majd abrazoljuk is!

Abra.

~
e
S‘“
.
<
]

1. abra. o’ = gm + %iy’ Y = V2 ﬁy

5. Allapitsuk meg, hogy a 212% + 6xy — 13y? — 114z — 34y + 73 = 0 egyenlet milyen gorbét
hataroz meg a sikon, majd abrazoljuk is!

Abra.
Y
(x//)Q (y//)2 .
11 + 5 1
y/
T
V10
x ,{///
V5
-1 9
V10
x/

4 _ 1 3 1 _ _ 7
2. dbra. @' = 750 = b V' = g g ¥ =8 S g V=V S O



A 4. és 5. gyakorlofeladat kidolgozott megoldasa, valamint tovabbi kidolgozott feladatok
Simon Karoly honlapjan:

e http://www.math.bme.hu/ simonk/msc/kupszeletek_a.pdf
e http://www.math.bme.hu/ simonk/msc/kupszeletek_b.pdf


http://www.math.bme.hu/~simonk/msc/kupszeletek_a.pdf
http://www.math.bme.hu/~simonk/msc/kupszeletek_b.pdf

