MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

8. Gyakorlat megoldasai

1. Tekintsiik az R* vektorteret az euklideszi skalarszorzattal ellitva. Hatarozzuk meg az
u=(1,0,1,0) és a v = (=3, —3, —3, —3) vektorok altal bezart szoget!

Megoldas. R*-ben az u € V és v € V vektorok altal bezart szog koszinuszat a kovetke-
z6képpen szamithatjuk az euklidészi skalarszorzat segitségével:
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Tehat a bezart szogiik %.

2. Tekintsiik az R? vektorteret az euklideszi skalarszorzattal ellatva. Dontsiik el, hogy a
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vektorok ortonormalt rendszert alkotnak-e!

Megoldas. Egy W vektorrendszert ortonormaltnak neveziink, ha elemei paronként me-
rélegesek (azaz tetszleges kettének nulla a skalarszorzata), valamint egységhosszuak

(azaz ||v]| = /(v,v) =1V veW).

El6szor ellendrizziik, hogy jelen esetben egységhossziiak-e a vektoraink.

1
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Tehat a vektoraink egységhossziak. Viszont nem lesznek paronként merdlegesek, mert

1 1 2
(vg,v3) = %% = 7% # 0.

Tehat nem alkotnak ortogonélis rendszert.



3. A Gram-Schmidt modszerrel alakitsuk az u; = (1,1,1), us = (=1,1,0), uz = (1,2,1)
rendszert R? ortonormalt bazisava!

Megoldas. A Gram-Schmidt modszer 1ényege a kovetkezd: az els6 vektort véaltozatlanul
hagyjuk. A masodik vektort felirhatjuk mint egy elsére merdéleges, és egy elsével parhu-
zamos vektor Osszege. Vessziik az elsére merdleges komponensét, ez lesz az 1j méasodik
vektorunk. A harmadiknak vessziik az elsé és masodik sikjara merdleges komponensét
(és igy tovabb, amennyiben magasabb dimenzioban vagyunk mint 3). Végiil minden
vektort lenormalunk, azaz leosztunk a hosszaval. Képletszertien:
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Tehat a mi esetiinkben:
vy = (1,1,1),
(1,1,1)

vy =(—1,1,0) =0 5 =(-1,1,0),
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végeredményben
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4. Allapitsuk meg, hogy az alabbi matrixok ortogonalis matrixok-e!
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Megoldas. Egy matrix akkor ortogonalis, ha AT A = I, azaz ha az oszlopai ortonormélt
rendszert alkotnak.

(a) (1,0) és (0,1) hossza is v/12 + 0% = 1, valamint 1-0+ 0 -1 = 0, tehat merdlegesek.
Azaz ez a méatrix ortogonalis.

(b) A mésodik és a harmadik oszlop nem meréleges, hiszen 1-1/v/2+0-04+0-1/v/2 =
1/4/2 # 0, tehat ez a matrix nem ortogonalis.

5. Irjuk fel a v = (2, —1,3) vektor koordinatait a

v =(1,0,0), v =(2,2,0), vs=(3,3,3)



bazisban!

Megoldas. A vektortér egy bazisa egyértelmien elGallit minden vektort a vektortérbdsl,
azaz léteznek ci, c9, c3 konstansok, melyekre

UV = C1V] + CoV2 + C3V3.

Ezeket a konstansokat nevezziik a vektor adott bazisbeli koordinatainak. Tehat a kovet-
kezG egyenletet kell megoldanunk:

1 2 3 2
C1 0 +CQ 2 +03 3| = -1
0 0 3 3

Ez pedig ekvivalens az alabbi linearis egyenletrendszerrel:

1 2 3| |a 2
0 2 3| || =|—1
0 0 3| [c3 3
Oldjuk meg kib&vitett matrixos alakban
1 2 3 1 2 0]-1 10 0| 3 1 00 3
0 2 3|—-1|~|0 2 0|—-4]~1]0 2 0|—-4]~1]0 1 0]-=-2
00 3| 3 00 1| 1 00 1| 1 0 0 1] 1

Tehat v koordinatai a B = {vy, vq, v3} bazisban: [v]p = (3,—2,1).
. Tekintsiik R? B = {(1,0),(0,1)} é¢s B = {(2,1), (—3,4)} bazisat.

(a) Keressiik meg a B’-bdl B-be valé bazisatmenet matrixat!
(b) Keressiik meg a B-b&l B’-be valo béazisatmenet méatrixat!

(c) Amennyiben [w]p = (3, —5), szamitsuk ki [w]p-t!

Megoldas. [w]p = (wy,ws) azt jelenti, hogy

wenflenf]-b )

Valamint [w]g = (w], w)) azt jelenti, hogy

el 0
-8R - 0 Y-k

Azaz a B’-bol B-be vald bazisatmenet méatrixa

Tehat

P =




Koénnyen latszik, hogy B-b6l B'-be valé bazisadtmenet matrixa P~1. Ez pedig a kovetkezd:
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Azaz LT
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Ha [w]p = (3, —5), akkor [w]p = P~![w]p, azaz
- [ 913 (]

. Hatéarozzuk meg R? természetes bazisaban az

(a) y = = egyenesre,

(b) y = —x egyenesre,

(c) origora valo kdzéppontos

tiikrozés matrixat! Mi a kapcsolat kozottiik? Hatérozzuk meg a méatrixok segitségével a
P(1,2) pont képeit!

Megoldas. A természetes béazis: e; = (1,0) és e; = (0,1).

(a) Konnyen lathato, hogy az y = x egyenesre tiikrozés ej-et ex-be, eo-t pedig eq-be viszi.
Azaz ha A a métrixa, akkor
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(b) Koénnyen lathato, hogy az y = —x egyenesre tiikrozés ej-et —eg-be, eo-t pedig —ej-be
viszi. Azaz ha B a métrixa, akkor
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(c) Konnyen lathato, hogy az origora valo kozéppontos tiikrozés ej-et —ej-be, eo-t pedig
—eg-be viszi. Azaz ha C' a matrixa, akkor

C11 Ci12 1 —1 C11 -1
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1. abra. Abra az 6. feladathoz.

Lathato, hogy
0 -1 0 1 -1 0
B-A= {—1 o]'L 0] B {o —1] =6
ami Osszhangban van azzal, hogy az y = x, majd az y = —x egyenesre valo tiikrozés az
origora valo kozéppontos tiikrézést adja.

A P pont képeit a kivetkezSképpen szamitjuk:
0 1] [1 2
ar=[0af 3 - [i]
[0 —1][1 -2
oe=% Sl - 5]

er=lo A= 1)

Gyakorlofeladatok.

1. Hatarozzuk meg az a,b,c valés szamokat gy, hogy az aldbbi vektorok ortogonalisak

legyenek:
w=(1,1,1,1), v=(1,1,-1,a), (1,—1,b,¢).

Eredmény. a = —1, b= —c, c € R.



2. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi matrixok ortogonélisak-e!

FEY 01 w%
(a) [f f] b) |10 0
V2 V2 0 1 J%
Eredmények.
(a) igen
(b) nem

3. Hatarozzuk meg R3-ben az x + y + 2z = 0 sik egy ortonormélt bazisét!

£ — (L L (L L _ /2
Eredmény. v, = (\/5, \/5,0), vy = <\/6’ 5 \/;)
4. Hatérozzuk meg R? természetes bazisaban az x,y sikra vetités matrixat!

Eredmény.
100
A=10 1 0
000

5. Hatarozzuk meg R? természetes béazisdban a z-tengely koriili
(a) 60°-o0s
(b) 30°-o0s
forgatas matrixat! Szamitsuk ki a P(1,1,1) pont e forgatasok altali képét!
Eredmények.
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