MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

8. Gyakorlat megoldasai

1. Tekintsiik az R? vektorteret az euklideszi skalarszorzattal ellatva. Hatarozzuk meg az
u=(4,1,8) és a v = (1,0, —3) vektorok altal bezart szog koszinuszat!
Megoldas. Egy skalarszorzatos V' vektortérben az u € V és v € V vektorok altal bezart
sz0g koszinuszat a kovetkezSképpen definidljuk a skalarszorzat segitségével:
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2. Tekintsiik az R? vektorteret az euklideszi skalarszorzattal ellatva. Dontsiik el, hogy a
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vektorok ortonormalt rendszert alkotnak-e!

Megoldas. Egy W vektorrendszert ortonormaltnak neveziink, ha elemei paronként me-
rélegesek (azaz tetszleges kettének nulla a skalarszorzata), valamint egységhosszuak

(azaz ||v]| = /(v,v) =1V veW).

ElGszor ellendrizziik, hogy jelen esetben egységhossziiak-e a vektoraink.
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Tehat a vektoraink egységhossziiak. Viszont nem lesznek paronként merdlegesek, mert
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Tehat nem alkotnak ortogonélis rendszert.



3. A Gram-Schmidt modszerrel alakitsuk az u; = (1,1,1), us = (=1,1,0), uz = (1,2,1)
rendszert R? ortonormalt bazisava!

Megoldas. A Gram-Schmidt modszer 1ényege a kovetkezd: az els6 vektort véltozatlanul
hagyjuk. A masodik vektort felirhatjuk mint egy elsére merdleges, és egy elsGvel parhu-
zamos vektor Osszege. Vessziik az elsére merdleges komponensét, ez lesz az 1j méasodik
vektorunk. A harmadiknak vessziik az elsé és masodik sikjara merdéleges komponensét
(és igy tovabb, amennyiben magasabb dimenzioban vagyunk mint 3). Végiil minden
vektort lenorméalunk, azaz leosztunk a hosszéaval. Képletszertien:
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Tehat a mi esetiinkben:
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végeredményben
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4. Tekintsiik R? B = {(1,0),(0,1)} és B' = {(2,1),(—3,4)} bazisat.

(a) Keressiik meg a B’-bdl B-be valé bazisatmenet matrixat!
(b) Keressiik meg a B-b&l B’-be valo bazisatmenet méatrixat!

(¢) Amennyiben [w]p = (3, —5), szamitsuk ki [w]pg,-t!

Megoldas. [w]p = (wy,ws) azt jelenti, hogy

omwlof =i <o 3] )

Valamint [w]p = (w], w)) azt jelenti, hogy
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Azaz a B’-bol B-be vald bazisatmenet méatrixa
2 -3
-
Koénnyen latszik, hogy B-bdl B'-be valo bazisatmenet matrixa P~!. Ez pedig a kovetkezs:
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Ha [w]p = (3, —5), akkor [w|p = P~ w]p, azaz

o[-0

. Irjuk fel a v = (2, —1,3) vektor koordinatait a
v =(1,0,0), v =(2,2,0), vs=(3,33)

bézisban!

Megoldas. A vektortér egy bazisa egyértelmtien elGallit minden vektort a vektortérbdl,
azaz léteznek cy, co, c3 konstansok, melyekre

U = C1V] + CoV2 + C3V3.

Ezeket a konstansokat nevezziik a vektor adott bazisbeli koordinatainak. Tehat a kovet-
kez6 egyenletet kell megoldanunk:

1 2 3 2
C1 0 —|—CQ 2 +03 3 = |-1
0 0 3 3

Ez pedig ekvivalens az alabbi linearis egyenletrendszerrel:

1 2 3| | 2
0 2 3| || =|—-1
0 0 3| |cs 3
Oldjuk meg kibgvitett méatrixos alakban:
1 2 3] 2 1 2 0]-1 100 3 100 3
0 2 3|-1|~|0 2 0]—-4~10 2 0|—-4|~1]01 0]-2
00 3] 3 00 1] 1 00 1] 1 00 1| 1

Tehat v koordinatai a B = {vy, ve, v3} bazisban: [v]p = (3, —2,1).



ey = Aeqa

1. abra. Abra az 6. feladathoz.

6. Hatarozzuk meg R? természetes béazisiban az y = x egyenesre tiikrozés matrixat!

Megoldas. A természetes bazis: e; = (1,0) és eo = (0,1). Konnyen lathato, hogy az
y = x egyenesre tiikrozés ei-et es-be, ea-t pedig er-be viszi. Azaz ha A a métrixa, akkor
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7. Hatérozzuk meg R?-ben a 45°-al valo forgatas matrixat a B = {(1,1),(2,0)} bazisban!

Megoldas. Elgszor allapitsuk meg, hogy mi a forgatasunk métrixa a természetes N =

{(1,0),(0,1)} bazisban!
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2. abra. Abra az 7. feladathoz.
Legyen A = [all alQ} a forgatasunk matrixa, ekkor az abra alapjan vilagos, hogy
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Irjuk fel ezt a leképezést most a B bazisban! Legyen
1 2

tehat egy olyan métrix, aminek az oszlopai B elemei. Lattuk a 4. feladatban, hogy a
természetes bazisrol a bazisdtmenet matrixa Q~', ami most

Q" = {? }]
2

2

(Ezt ellendrizziik le!)

Tehat egy x vektor a B bazisban Q'z-el egyenls, Ax vektor Q' Ax-el. Az A leképezés
matrixa a B bazisban az az AP matrix lesz, ami az = vektor B bazisbeli alakjat az Az
vektor B bazisbeli alakjaba viszi. Tehéat:

AB(Q ') = Q' Ax = AP =0Q'A0Q.

o-fi |

(Ellendrizziik le a méatrixszorzast!)

= APr=Q 'AQx

A mi esetiinkben:
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Gyakorlofeladatok.

1. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi matrixok ortogonélisak-e!

(Azaz, hogy az oszlopaik

ortonormalt vektorrendszert alkotnak-e.)
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Eredmények.

(a) igen
(b) nem
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2. Hatarozzuk meg R3-ben az x + v + 2z = 0 sik egy ortonormélt bazisét!
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Eredmény. v, = (\%,—75,(07 vy = (\/Lé,\/%?_ §>
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3. Hatarozzuk meg R? természetes bézisaban az z,y sikra vetités matrixat!

Eredmény.
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4. Hatarozzuk meg R? természetes bazisaban a z-tengely koriili 60°-os forgatas matrixat!
Szamitsuk ki a P(1,1,1) pont e forgatas altali képét!

Eredmény.
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