MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

7. Gyakorlat megoldasai

1. Keressiik meg az alabbi matrix sorterének egy bazisat, az oszlopterének egy bazisat, és
hatarozzuk meg a matrix rangjat!
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Megoldas. A matrix rangja a sortér (sorvektorok altal kifeszitett altér) dimenzioja,
vagy masképp tekintve az oszloptér (oszlopvektorok éltal kifeszitett altér) dimenzioja.

Keressiik meg elGszor a sortér egy bazisat. Ezt megkaphatjuk Gauss-eliminacids 1épések
segitségével. Vonjuk le a harmadik sorbdl az els6 és a méasodik sort.
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Tehat a harmadik sor linearisan fiiggott az els6 és masodik sortdl. Viszont az elsé és
maéasodik sor fliggetlenek, mivel nem egymaés szamszorosai. Igy a

31:[1 1 2}, 32:[1 0 1}

vektorok a sortér egy bazisat alkotjak (mert ez egy maximalis fiiggetlen rendszer). Ebbdl
mar latszik, hogy a matrix rangja 2 lesz.

Az oszloptér bazisdnak meghatarozasahoz végezziink Gauss-eliminéacios 1épéseket az 0sz-
lopokon. Vonjuk le az els6 és masodik oszlopot a harmadik oszlopbol.
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Tehat a harmadik oszlop linearisan fiiggott az elsé és masodik oszloptol. Viszont az elsé
és mésodik oszlop fiiggetlenek, mivel nem egymaés szamszorosai. Igy a
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vektorok az oszloptér egy bazisat alkotjak (mert ez egy maximalis fiiggetlen rendszer).



2. Az alabbi megadott informaciok szerint hatarozzuk meg, hogy az Ax = b egyenletrend-
szernek hany megoldéasa van, és hogy a megoldasoknak hany szabad paramétere van!

A mérete A rangja [A]b] rangja

(a) 3x3 3 3
(b)  3x3 2 3
(c)  5x9 2 2
(d)  4x4 0 0

Megoldas. Legyen x € R", A € R™" b € R™. Az Ax = b egyenletrendszernek
pontosan akkor
e van egyértelmd megoldasa, ha rangA =rang[A|b] = n,

e van végtelen sok megoldésa, ha rangA =rang[A|b] = k < n (ekkor a szabad para-
méterek szama n — k),

e nincs megoldasa, ha rangA #rang[A|b].

(a) Ebben az esetben n = 3 és rangA =rang|A|b] = 3, tehat a megoldas egyértelm.
(b) Ebben az esetben rangA #rang[A|b], tehat nincs megoldas.

(c) Ebben az esetben n =9 és rangA =rang[A|b] = 2, tehat végtelen sok megoldas van,
a szabad paraméterek szama 9 —2 = 7.

(d) Egy matrix rangja csak akkor lehet nulla, ha nullmatrix. Tehat most egy olyan
egyenletrendszerrel van dolgunk, ahol az egyiitthatdé matrix nullmétrix, a jobbolodal
pedig nullvektor. Ezt az egyenletrendszert tetszéleges © € R* vektor kielégiti. Ezt
mondhatjuk tgy is, hogy végtelen sok megoldas van 4 szabad paraméterrel.

3. Legyen u = (uy, ug,u3), v = (v1, v2,v3). Dontsiik el, hogy
(u, v) = 2ugvy + ugve + dugvs

skalarszorzatot hatéroz-e meg R3-on!
Megoldas. Egy V' vektortérben skalarszorzatnak neveziink egy olyan miiveletet, amely
két vektorhoz egy valos szamot rendel, tovabba teljesiti az alabbi tulajdonségokat:

o (u,v) = (v,u) YVu,veV,
u+w,v) = (u,v) + (w,v) ¥ u,v,w eV,

u,v) = alu,v) YV u,v €V, a € R,
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w,uy >0V u eV és (u,u) =0 pontosan akkor, ha u = 0.

Ellendérizziik, hogy a mi esetiinkben teljesiilnek-e ezek a tulajdonsagok!

(u,v) = 2uivy + ugvy + duzvy = 2v1u; + vaus + dvsusz = (v, u)

(u+w,v) = 2(uy + wi)vy + (ug + wa)ve + 4(uz + w3)vs = (2u1v1 + ugvy + dusvs)
+(2wyv1 + wovy + 4wsvz) = (u, v) + (w, v)

(ou, v) = 2au1v] + augvy + daugvy = a(2ugv1 + ugvy + 4duzvs) = alu, v)

(u,u) = 2u? + u3 + 4u3 > 0 és (u,u) = 0 pontosan akkor, ha u = 0.

Tehat ez skalarszorzat.



4. Az euklidészi skalarszorzat szerint szamitsuk ki az alabbi vektorok hosszat, a koztiik 1évs
tavolsagot, majd dontsiik el, hogy merdlegesek-e!

(a) u=(2,—-1),v=(1,2)
(b) u=(1,1,—-1), v = (2,6,0)

Megoldas. Az euklidészi skalarszorzat R™-en:

n
(u,v) = Z U;v;.
i=1

Két vektor pontosan akkor meréleges, ha a skalarszorzatuk nulla.

A vektor hossza:
ull = /(u,u) =

Két vektor tavolsaga a kiilonbségiik hossza: d(u,v) = ||lu — v||.

(a)

Jul| = VA+1 =15,
o] = V1 +4 =5,
d(u,v) = /(2= 1)2 + (=1 - 2)2 = V10,

(u,v) =2 —2 =0, azaz merdlegesek.

Ju = VI+1+1=+3,
|v]| = V4436 + 0 = V40 = 2V/10,
d(u,v) = /(1 =22+ (1 —6)2+ (-1 — 0)2 = V27 = 3V/3,

(u,v) =246 — 0 =8 # 0, azaz nem merglegesek.

Gyakorlofeladatok.

1. Keressiikk meg az alabbi matrix sorainak egy béazisat, az oszlopainak egy bazisat, és
hatarozzuk meg a matrix rangjat!

1 -2 -4 3
-3 6 12 -9
10 1 3

Eredmény. A rang 2. Az oszloptér egy bazisa:

1 —2
01 = -3 s 09 = 6
1 0

A sortér egy béazisa:

si=[1 —2 —4 3], s,=[1 0 1 3]



2. Legyen p = ayz? + a1 + ag, ¢ = bex® + byw + by. Igazoljuk, hogy a (p, q) = asbs + aiby +
aoby képlettel definialt mivelet skalarszorzat a legfeljebb mésodfokt valds egyiitthatos
polinomok terén!

Amennyiben p = 3 — 422, szamitsuk ki ennek a skalarszorzatnak a segitségével ||p||-t!

Eredmény. ||p| = 5.

3. Lassuk be, hogy a 27 szerint periodikus, integralhato fliggvények terén a
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(f.9)=[ [lz)g(z) da
0

mivelet skaldrszorzat. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények skalérszorzatat:
(a) f(x) =cosz, g(z) =sinzx
(b) f(z) =sinkz, g(z) = sinlz, ahol k,l € N
Eredmény.
(a) 0
(b) 0,ha k #1, ésm hak =1

4. Legyen u = (2,0,1,3), v = (—1,4,6,6). Az euklidészi skalarszorzat segitségével hataroz-
zuk meg

(a)

(b)

(€) ||u+v|| és [Ju]| + ||v]| értekét,
(d) L(|Ju+v]]® — [Ju —v||?) értékét!

és v tavolsagat,

u
hogy u és v mer6leges-e egymasra,

Eredmények.
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lu+ vl = V147, [lull = V14, [lvo]| = v/89
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