MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

6. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak vektorteret a szokésos
miveletekkel! A vektorterek esetében hatarozzunk meg egy bézist is!

a) R? azon vektorai, ahol a masodik koordinata 1.

(
(b) A masodfoku valos egyiitthatos polinomok.

d

)
)

(c) A legfeljebb masodfoku valos egyiitthatos polinomok.

(d) Azok a legfeljebb méasodfoku p polinomok, amelyekre p(0) = 2.
)

(e) A 2 x 2 valos elemii matrixok.

Megoldas. Egy V halmaz elemei vektorteret alkotnak R felett a @ (6sszeadas), ®
(skalarral szorzas) miiveletekre nézve, ha

e barmely u,v € V esetén ucdv € V,

e barmelyv eV, a € Resetén a ©v € V.

(Azaz az alaphalmaz elemeinek Osszeadéasa és szammal szorzasa nem vezet ki az alaphal-
mazbol.) Tovabbéa a @ és a © miivelek teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

Al) u
A2)
A3)

)

A4) létezik —uv ellentett elem, melyre v @ (—v) =0,V v € V.

( Dvdw)=(udv)dw, VY uv,weV,

( ubv=vdu YuveV,

( létezik a 0 nullelem, melyre v®0=v, Vv eV,
(

Bl) a®(bov)=(a-b)Ov,Va,beR,veV.
B2) a®(udv)=a@udad@v,VaeR uveV,
(B3) (a+b)0ov=a0v®bov,Va,beR veV.

(a) Jelen esetben az alaphalmaz V = R?, a @ mitivelet a vektorok elemenkénti 6sszeadasa,
a ® miivelet pedig a vektorok elemenkénti szaimmal szorzésa. Tekintsiik R3-nek
egy olyan vektorat, melynek a masodik koordinataja 1. Ha megszorozzuk egy 1-t6l
kiilonbo6z6 valos szammal, mar nem lesz 1 a masodik koordinatdja. Azaz a valos
szammal szorzas kivezet az alaphalmazbol, tehat ez nem vektortér.



(b) Jelen esetben az alaphalmaz a legfeljebb masodfoki polinomok halmaza, az 6sszeadas
és a szammal szorzas is egylitthatonként torténik, azaz

(a2x2 =+ a1xr =+ ao) &P (b2$2 + bll‘ + bo) = (CLQ + b2)$2 + (a1 + bl).I + (CL(] -+ bo),
c® (agx® + a1 + ag) = (caz)x® + (cay)x + (cag).

Mivel 22 @ —2%+ 2 = x példaul nem masodfoki polinom, ezért ez nem egy vektortér.

(c) Viszont két legfeljebb méasodfoku polinom Osszege egy legfeljebb masodfoki polinom,
és egy legfeljebb masodfoku polinom skalarszorosa is egy legfeljebb méasodfokt poli-
nom.

A miveletekre vonatkozo kdvetelmények természetesen teljesiilnek, de hogy lassunk
ilyet is, kifrom ennek bizonyitasat részletesen:

(A1)
(aox® + a1 + ag) © ((baz® + by + by) ® (c2” + 12 + )
=(az + (by + 2))2* + (a1 + (b1 + ¢1))x + (ao + (b + o))
=((ag + by) + c2)2® + ((ay + b1) + c1)x + ((ao + bo) + co)
=((ag2® + a17 + ag) ® (box® + b1w + by)) @ (c22® + 12 + o)
(A2)
(CLQI’Q + a1x + (10) D (b21'2 + bl.’E -+ bo) = (Clg + b2)$2 + (a1 + bl).’ﬂ -+ ((Io + bo)
=(by + as)z® + (by + a1)z + (b + ap) = (b22® + b1z + by) ® (ag2® + a1 + ay)
(A3)
(ap2”® + a1z + ag) ® 0 = agx® + a17 + ag
(A4)

(ag2® + a1 + ag) ® (—agr® — a1 — ag) = (ag — ag)x* + (ay — ay)x + (ag — ag) = 0

Valamint:
(B1)
a® (b® (agr® + a1z + ag)) = (a(bas))x® + (a(bay))x + (a(bag))
=((ab)az)z? + ((ab)ay)x + ((ab)ag) = (ab) ® (azx® + a1x + ay)
(B2)
a® ((a2x® 4+ a1z + ag) ® (box® + byx + by))

=(alay + by))x* + (a(ay + b))z + (a(ag + by))

=(aay + aby)z? + (aa; + aby)x + (aag + aby)

=a ® (ap2® + a1x + ag) © a ® (bex® + by + by)
(B3)

(a+b) ® (axz® + ayx + ag)
=((a + b)az)z® + ((a + b)ay)z + ((a + b)ay)
=(aay + bas)z? + (aa; + bay)x + (aag + bag)
=a ® (a2® + a1z + ag) ® b © (azx® + a1 + ag)



Tehat ez vektortér.

A bazis egy olyan minimalis elemszami vektorhalmaz, amely elemeinek megfelels
linearis kombinacioja kiadja a vektortér barmely elemét (v, ..., v, vektorok linearis
kombinacidja: ajvy + ... anuv,, ahol ay, ..., a, valos szamok.) Ebben az esetben a

vlzxZ, v =z, v3=1
vektorok bézist adnak, hiszen barmely legfeljebb mésodfokii polinom elGall mint

a1V] + oy + a3v3 = 12?4+ + as megfelels a-kal.

(d) Jelen esetben az alaphalmaz az olyan legfeljebb masodfoka p polinomok halmaza
ahol p(0) = 2, az Osszeadas és a szammal szorzas is egyiitthatonként torténik, azaz

(ag2® + a17 + ag) ® (box® + byw + by) = (ag + by)x® + (ay + by)z + (ag + by),
c® (ag® + a17 + ag) = (caz)x® + (car)x + (cap).
Pontosan akkor teljesiil p(0) = 2, ha ag = 2. De ha p-t 1-t6] kiilonb6z6 valos szammal

szorzom fel, akkor a kapott polinom konstans tagja mér nem lesz 2. Azaz a szammal
szorzas kivezet az alaphalmazbol, tehat ez nem vektortér.

(e) Miiveletek:
a b & t ul |la+t b+u
c d v w| |c+v d+wl|’
o a b  |aa ab
@ c d|  |ac ad|’

Nyilvan vektortér, sem az O0sszeadés, sem a szammal szorzas nem vezet ki. Egy bazis:

10 0 1 00 00
0 0" |0 0" (1 0" |0 1|
2. Dontsiik el, hogy az alabbi vektorok linearisan fiiggetlenek-e, generatorrendszert alkotnak-
e, valamint bazist alkotnak-e (R3-ben)!

(a) v =(1,2,3), vo = (4,3,1)
(b) vy = (1,2,3), va = (1,3, —1), vy = (5, —1, —1)
(c) v =1(1,2,3), vo = (1,3,—1), v3 = (2,5,2)

Megoldas. Vektorok szdmszorosédnak osszegét a vektorok linearis kombinaciojanak hiv-
juk. Ha egy adott vektorrendszer minden elemét nullaval szorzunk, és igy adjuk Gket
Ossze, akkor nyilvan nullat kapunk. Ha a vektorrendszer elemeinek csak ez a lineéris
kombinacioja adja ki a nullat, akkor azt mondjuk, hogy a vektorok linearisan fiiggetle-
nek (egyébként linearisan osszefiiggsk).

Ha a vektortér barmely elemét megkaphatjuk egy adott vektorrendszer lineéaris kombi-
nacidjaként, akkor a vektorrendszert generatorrendszernek nevezziik.

Ha egy vektorrendszer generatorrendszer és linearisan fiiggetlen is, akkor bazisnak ne-
vezziik. A béazis egy minimélis elemszami generatorrendszer, maximalis elemszamu fiig-
getlen rendszer. Egy vektortér minden bazisanak elemszama megegyezik, ezt nevezik a
vektortér dimenzidjanak.



(a) Két vektor pontosan akkor linearisan Osszefiiggs, ha egyik a masik szdmszorosa. Ez
most nyilvan nem &ll fenn, ezért a {vy, v2} rendszer linearisan fiiggetlen.

Viszont nem generatorrendszer, mert csak a vy és vy altal kifeszitett sik vektorai
allnak el vy és vy linearis kombinaciojaként, ami kozel sem az egész tér.
Tehat nem is alkothatnak bézist.

(b) A vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha

1 [ 1 5 0
)\1 2 -+ )\2 3 -+ )\3 —]. == 0
3 | —1 -1 0
egyértelmid megoldésa )
A1 0
)\2 == O
A3 0

Irjuk 4t az egyenletiinket egy kicsit mas alakba!

1 1 5]\ 0
2 3 —1| |N]| = |0
3 -1 —1] | N\ 0

Ez egy homogén lineéris egyenletrendszer, tudjuk hogy pontosan akkor egyértelmii
a megoldésa, ha az egyiitthatoméatrix determinansa nem nulla. Szamitsuk ki a de-

terminanst!
1 1 5
2 3 1= 3 H_P? Y52 3 =—4—-1-5-11=—-60#0
N B e S (RN E AR 3 -1

Tehét a vektorok linearisan fiiggetlenek. Mivel R3 dimenzidja 3 (gondoljunk a ka-
nonikus bézis elemszamara), ezért minden haromelemt linearisan fiiggetlen rendszer
generatorrendszer is, azaz bazis is.

(c) Hasonloan az eléz6 feladatrészhez, arra vagyunk kivancsiak, hogy a

1 1 2] [\ 0
2 3 5| |\ = |0
3 -1 2| | N\ 0

egyenletnek van-e nemtrivialis megoldasa. Ebben az esetben

2 3

-1 2 3 2 3 —1

1 1 2

2 3 5:‘ 3 5‘—‘2 5‘—1—2‘ ‘:11—1—11—2220

3 -1 2

Tehat van nemtrividlis megoldés, azaz a vektorok linearisan Osszefiiggéek. (Vagy
pedig: vegyiik észre, hogy vy + vy = v3.)

Mivel a vektortér haromdimenziés, hdrom lineédrisan Gsszefiiggs vektor nem alkothat

generatorrendszert. Tehat a vektoraink bézist sem alkotnak.

3. Hatarozzuk meg R? alabbi altereinek egy bézisat!



(a) Az z —y = 0 egyenlett sik.
(b) Az x = 2t, y = —t, z = 4t egyenletrendszerii egyenes.

Megoldas. Egy V vektortér altere V' elemeinek olyan részhalmaza, amely V' mivelete-
inek megszoritasaval maga is vektorteret alkot.

(a) Egy minimalis elemszamu generatorrendszert kerestink. Egy sikot legalabb két vektor
tud generalni. Tehat ha vesziink két fiiggetlen (nem parhuzamos) vektort a sikban,
akkor béazist kaptunk. Példaul a

jo valasztés.
(b) Egy egyenest mar akar egy, az egyenes altal tartalmazott vektorral is lehet generalni

(ez nyilvan fliggetlen 'vektorrendszer’ is, csak a 0-szorosa adja ki a 0-t). Példaul a
b= (2,—1,4) iranyvektor jo lesz.

4. Hatarozzuk meg R* az aldbbi vektorok altal kifeszitett alterének egy bazisat!
v = (1,1,—-4,-3), vy=1(2,0,2,-2), wv3=(2,-1,3,2)

Megoldas. Irjuk be ezeket a vektorokat egy méatrix soraiba, majd Gauss-eliminacios
sormiiveletekkel egyszertsitsiik!

11 -4 -3] 1 1 —4 -3 [1 1 —4 =3] [11 -4 -3
2 0 2 —2{~[0 210 4|~0 1 =5 —2{~[01 =5 —2|~
2 -1 3 2 0 -3 11 8 0 -3 11 8 00 —4 2
11 —4 -3
01 -5 —2
00 2 -1

Mivel nem keletkezett csupa nulla sor, egyik vektor sem filigg linearisan a tobbitsl, tehat
akdr mar az eredeti vektorrendszeriink is bézist alkotott. De a fenti legutols6 méatrix
harom sora (mint vektor) is bazist alkot, természetesen.

Gyakorlofeladatok.

1. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak vektorteret a szokasos
miiveletekkel! Ahol vektorteret kaptunk, hatarozzunk meg egy bazist is!

(a) R3 azon vektorai, ahol a koordinaték dsszege 0.
(b) A 2 x 2-es, valos szimmetrikus méatrixok.

(c) A 2 X 2-es, valos szimmetrikus matrixok, amelyekben nincsen 0.
Eredmények.

(a) Ez egy kétdimenzios vektortér. Bazis:

=)

by=|-1|, b=
0 -1



(b) Ez egy haromdimenzios vektortér. Bazis:

10 00 0 1
O R N

(c) Ez nem vektorteér.

. Mutassuk meg, hogy a

] R e O e M B

matrixok bazist alkotnak a 2 x 2-es valds matrixok vektorterében!

Tipp. A vektortér négydimenzios, ezért elég megmutatni, hogy a fenti elemek linedrisan
fiiggetlenek, azaz csak a trivialis linearis kombinaciojuk adja ki a 2 x 2 nullméatrixot.

. Mutassuk meg, hogy a v; = (0,3,1,—1), v = (6,0,5,1), v3 = (4,-7,1,3) vektorok
linearisan Osszefiiggs rendszert alkot R*-ben! Irjuk fel mindharom vektort a masik kettd
linearis kombinaciojaként!

Eredmeény.
2 3
U1 = ?Uz - §U3>
7 n 3
Vg = =V —v
2 9 1 9 3
7 2
V3 = —g’Ul + 51}2.

. Hatarozzuk meg R* az alabbi vektorok altal kifeszitett alterének egy bazisat!
v =(1,1,0,0), vy =1(0,0,1,1), w3=(-2,0,2,2), wvy=(-3,—-1,3,3)

Eredmény.
by = (1,1,0,0), by =(0,0,1,1), b3 =(-2,0,2,2)

. Hatarozzuk meg, hogy a b vektor benne van-e az A matrix oszlopvektorai altal kifeszitett
térben! Ha benne van, akkor fejezziik ki b-t az oszlopvektorok linearis kombinaciojaként!

1 -1 1
A=11 1 -1
-1 -1 1

, b=

S O N

Eredmény. Igen, egyiitthatok: x1 =1, xo = -1+t 23 =1, t € R.



