MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

5. Gyakorlat megoldasai

1. Legyen

5 1 0 2
Szamitsuk ki az (AT + B)C kifejezés értékét!

Megoldas. Az A matrix transzponaltjat tgy kapjuk, hogy felcseréljiik a sorok és az
oszlopok szerepét, azaz
44T’=:[2 5].
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Matrixokat elemenként adunk 6ssze, igy

oo [25] [4 -1] [6 4
M_A+B—[31+O =18

Az M és C' matrix szorzata egy olyan matrix, mely i-edik soranak j-edik eleme M i-edik
soranak és C' j-edik oszlopanak skalarszorzata. Tehat:

1 4 2
M-C=%73 fZ ég 52
3 312 15 21
Asaz 18 28 32
mf+mcz{m 15 m]

2. Elemi sormtiveletek segitségével hatarozzuk meg az a

11 5
A= 2 4 8
-4 2 =9

matrix inverzét!

Megoldas. Az A méatrix inverze az az A~ !-el jelolt matrix, melyre A-A™1 = A=t A =1,
ahol I a megfelel§ méretii egységmaétrix (ez egy olyan matrix, aminek az atlojaban 1-esek
vannak, a tébbi eleme 0).



A kovetkezSképpen kaphatjuk meg A~!-et: beirjuk egy kibévitett matrixba balra A-t,
jobbra I-t. Elemi sormiiveletekkel elérjiik, hogy baloldalon I legyen — ekkor jobboldalon
A~ lesz.

11 5{1 00 11 5| 1 00 11 5, 1 00
24 8010 ~(02 -2|{-21T0~|(01 —-1]-1 % 0
-4 2 -9]0 0 1 06 11| 4 0 1 06 11| 4 0 1

El6szor levontuk az els sor 2-szeresét a mésodik sorbol, majd hozziadtuk az elsé sor
4-szeresét a harmadik sorhoz. Majd leosztottuk 2-vel a mésodik sort.

11 5 100 11 5 1 00 11 5| 1 0

01 —-1|-1 35 0|~|01 -1/-1 4 0|~|01 —1]-1 0

06 11| 4 0 1 00 1710 -3 1 OOli—g—ﬁ%
Levontuk a masodik sor 6-szorosat a harmadik sorbdl, majd az igy kapott harmadik sort

leosztottuk 17-el.

Lol O

1 26 19 6

11 5/ 1 0 0 10 6| 2 -1 o0 R R
01 —1|-1 10l ~01 -1{-1 I of~010 _% oL
10 3 10 3 1 1 3 1

00 1|3 -5 5 00 17 —% 1w 001l 7 % %

Levontuk a masodik sort az elsébdl, majd a harmadik sort hozzdadtuk a masodikhoz,
végiil a harmadik sor 6-szorosat levontuk az els6b6l. Tehéat

2% 19 6

17 4 17
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. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert az = A~'b képlet felhasznalasaval!

xr, -+ 233'2 = 7
2131 + 5372 = -3

Megoldas. Az egyenletrendszer métrixos alakban:
1 2 (L’l_ i 7
2 5 Ig_ o -3
12 E 7
A—[Q 5}, x—_xz_, b—[_3].
Hatéarozzuk meg az A~ matrixot:

1 2/10 12 10] [tLo] 5 -2

2 5|0 1 0 1]-2 1] 0 1|-2 1|°
(Az els6 lépésben levontunk az elsé sor 2-szeresét a méasodik sorbdl, majd az igy kapott
maéasodik sor kétszeresét levontuk az els6bél.) Azaz

L[5 =2
A _{_2 1].

Mivel Az = b, ezért © = A~bh. Tehat
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4. Hatarozzuk meg az alabbi determinansokat!

2 11 ?éi’i 12 4
(a) |4 2 3 ® |y 910 e (316
130 0193 03 2

Megoldas.

(a)

(c)

Fejtsiik ki a determinanst az els§ sor szerint. Ez a kévetkez6t jelenti:

211
2 3 4 3 4 2
13 0 30 10 13

=2

—~

0-9)—(0—3)+(12—2) = —18+3+ 10 = —5.

Azaz: vegyiik az elsd sor elemeit felvaltva +/— elGjellel, és minden elemet szorozzunk
meg annak a matrixnak a determinansaval, amelyet tigy kapunk, hogy elhagyjuk az
eredeti matrixbol az elem sorat és oszlopat. A 2 x 2 determinansokat pedig a

a b
c d

‘:ad—bc

szabéallyal szamoljuk.

Hozzuk fels6haromszog-alakra a matrixot Gauss-eliminacios lépésekkel, valamint sor-
cserékkel. A Gauss-eliminacios 1épések nem valtoztatjadk meg a determinans az ér-
tékét, a sorcserék pedig a —1-szeresére valtoztatjak (ezt majd mindig korrigalnunk
kell). Felssharomszog-alakban a determinans az atloelemek szorzata lesz.

31 1011 101 1 10 1 1
11 2131 (0111 (01 1 -1
10 0210 021 0o |00 -1 2
2 3 012 3 012 3 00 1 4

SO O+~ OO N
OO O = DNO -
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Els6 1épésben megceseréltiik az els§ és masodik sort, ezért —1-szeresére valtozott a
determinéns, vissza kellett szoroznunk —1-el, hogy az egyenl@ség tovabbra is fenn-
alljon. Ezutan levontunk az els6 sor 2-szeresét a méasodik sorbol. Majd a méasodik
sor kétszeresét vontuk le a harmadik sorbdl, és 1-szeresét a negyedik sorbol. Végiil
a harmadik sort hozzdadtuk a negyedik sorhoz.

Fejtsiik ki a determinanst az elsd sor szerint.

1 2 4
31 6:' ‘—2-‘8 2‘4—4‘8 ;)‘
0 3 2

=(2-18) —2(6 —0) +4(9 —0) = —16 — 12+ 36 = 8.



Megjegyzés. Mindkét hasznalt modszer értelemszerid altalanositésa tetszdleges méreti
négyzetes métrixok esetében alkalmazhato. Az el6z6 félévben tanult Sarrus-szabaly csak
a 3 x 3 esetben miikodik!

5. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabéallyal!
21’1 — 2[L’2 + r3 = 8
411 + 3$2 + r3 = 7
6x1 + 219 + 223 = 15
Megoldas. A Cramer-szabély szerint z; = Cile;ij, ahol A az egyiitthatomatrix, A; pedig
az egylttatomatrix, csak a j-edik oszlopat kicseréltiik az egyenletrendszer jobboldalaval.
Tehéat
(2 —2 1
A=14 3 1| =>detA=2(6—-2)+2(8—-6)+1(8—-18)=8+4—10=2,
6 2 2
(8 -2 1
A= |7 3 1| =detA; =8(6—-2)+2(14—15)+1(14 —45) =32—-2—31 = —1,
(15 2 2
2 8 1
Ay= |4 7 1| =detAy=2(14—-15) —8(8 —6) + 1(60 —42) = -2 — 16+ 18 = 0,
6 15 2
2 -2 8
Ay= 14 3 7| =detAy=2(45—14) + 2(60 — 42) + 8(8 — 18) = 62 + 36 — 80 = 18.
6 2 15
Tehétlj:%,‘rg:g:o, x3:%:9
Gyakorlofeladatok.
1. Az 6rai 1. feladat A és B matrixat felhasznalva hatarozzuk meg az AT BT — (BA)T
matrixot!
Eredmény.
0 0
0 0
2% Legyen
_ |cosx —sinx
~ |sinz  cosz|’
Hatarozzuk meg az R?, R*1® R~1 R~2018 matrixokat! Hatarozzuk meg a determinan-
sukat!
Tipp. Hasznaljunk teljes indukciot és idézziik fel a trigonometrikus fliggvényekre vonat-
kozé addicios tételeket!
3. Hatarozzuk meg A", n € N matrixot, ha



Eredmény.

F2n+1 F2n
A" =
|: F2n FZn—l} ’

ahol Fy =0, Fy =1, F,,, = F,, + F,,_; a Fibonacci-szamok.

. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert az = A~'b képlet felhasznalasaval!

r1 + 2z + 3x3 = 1
21’1 + 5.1‘2 + 5.T3 = 1
3$1 + 5ZL‘2 + 8.173 = 1
_15 1 5
Eredmény. A~! = 101 1 T =—2 xo=1 z3=2
2 2 2

. Hatarozzuk meg az alabbi determinansokat!

k-1 2 3 S0
) | 2 k-3 4 (b)

s ey 1 -2 70

0 0 01

Eredmények.

(a) k3 — 8k% — 10k + 95
(b) —21

. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szaballyal!

ry + T + r3 = 0
ry — To — r3 = 2
2I1 + 31’2 + 4.733 = =3

Eredmény. z =1, y=1, 2 = -2



