MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

4. Gyakorlat megoldasai

1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss—Jordan modszerrel!

r1 + x3 + 2x3 = 8
(a) —Tr1 — 21’2 + 3%3 = 1
31’1 - 71‘2 + 4[E3 = 10
3£L'1 + 2!172 - T3 = —15
(b) 5r1 + 319 4+ 223 = 0
31’1 + T + 31’3 = 11
11$1 + 7.732 = -29
(C) xry + 61’2 - 2273 = 0
207 — 4dxz9 4+ x5 = 0

Megoldas. Irjuk fel az egyenletrendszerek kibévitett matrixos alakjat! Tehat, frjuk be
az egyenletrendszer egyiitthatoit és jobboldalat egy tablazatba, ezutan az egyenletrend-
szer megoldasanak szokéasos lépéseit (egyenletek Osszeadasa, szammal szorzasa) ebben a
tablazatban végezzik el!

(a) Els6 lépésben adjuk hozza az elsé sort (egyenletet) a masodik sorhoz (egyenlethez),
valamint vonjuk le az els sor 3-szorosat a harmadik sorbol. Az egyenletrendszerben
gondolkodva az tortént, hogy eltiintettiik az z; valtozét a masodik és harmadik
egyenletbdl, az els§ egyenletben pedig 1 egyiitthatoval szerepel.

1 1 2|8 1 1 2 8
-1 -2 3| 1| ~|0 -1 5 9
3 =7 4110 0 —-10 -2 |-14

Ezutan szorozzuk be —1-el a masodik sort, majd vonjuk le az igy kapott méasodik
sort az els6 sorbol, és adjuk hozza a 10-szeresét a harmadik sorhoz. Igy az els6 és har-
madik egyenletbdl elttint az x5 valtozo, a masodik egyenletben pedig 1 egyiitthatoval
szerepel.

1 1 2 8 1 10
0 -1 5 9| ~10 1 -5 -9|~101 -5] -9
0 —-10 —-2|-14 0 0 0



Végiil osszuk le —52-vel az utolso sort, és az igy kapott sor 5-szorosét adjuk hozza a
mésodik sorhoz, a 7-szeresét pedig vonjuk le az elsé sorbol. Ezzel az els6 és maso-
dik egyenletbdl eltiint az x3 valtozo, a harmadik egyenletben pedig 1 egyiitthatoval
szerepel.

10 7 17 10 7|17 1 0 03
01 -5 -9|~101 =5|-9~ (01 0|1
0 0 —52|—-104 00 1] 2 0 0 1|2

Az igy kapott tablazat a kovetkezd egyenletrendszernek felel meg:

ZL’1:3
Qfgzl
$3:2

Tehét ez a megoldas.

(b) Osszuk le az els§ sort 3-al, majd az igy kapott sor 5-szorését vonjuk le a méasodik
sorbol, a 3-szorosat a mésodik sorbol, valamint a 11-szeresét a harmadik sorbél.

3 2 —1]-15 1 2 —2| -5 1 2 —3|-5
5 3 21 0 5 3 2] 0 0 —3 % |25
31 3| 11 3 1 3|11 0 —1 4 |26
117 0 |-29 117 0 |-29 0 —3 426
Vegylik észre, hogy a masodik sor szerint
1 +11 o
—- —I3=
3 2 3 3 )
de a harmadik sor szerint | 1
—= — x5 = 26.
31‘2—|— 3933

Ez ellentmondas, tehat nincs megoldas.

(c) Vonjuk le az elsd sor kétszeresét a méasodikbol. Osszuk le az igy kapott méasodik sort
-16-al. Majd vonjuk le a méasodik sor 6-szorosat az elsGbdl.
2
2|3
210

1 6 —210 1 6 =210 1 6 —210 10
2 —4 110 0 —16 5 |0 01 =210 0 1

16

Igy a kovetkezd egyenletrendszert kaptuk:

Ty — 12—62:0

5 —
Ty — EI‘:; = 0

Ot a3 =t, (t € R).

Tehét az egyenletrendszer megoldésai: z; = %t, Ty = 15

2. Az a paraméter mely értéke mellett lesz az alabbi linearis egyenletrendszereknek egyér-
telmid megoldasa? Mely értékek mellett lesz végtelen sok megoldas? Mely értékek mellett
nem lesz megoldas?

(a—3)x + y = 0
r + (a—3)y = 0

(a)



r + 2y - 3z = 4

(b) 3z — y + bz = 2
4+ y + (a*—14)z = a+2
Megoldas.

(a)

Az a = 3 esetben nyilvan egyértelmi a megoldas, ekkor x = 0, y = 0. Ha a # 3,
akkor osszuk le az els§ egyenletet (a — 3)-al. az igy kapott sort vonjuk le a méasodik

sorbol.
a=3 1 0] [U o] [t
1 a-310 1 a—310 0 a’=bais
ElGszor tegyiik fel, hogy 6‘”8 # 0 (ez pontosan akkor teljesiil, ha a # 2,4) Ekkor
osszuk le vele a masodik sort, és az igy kapott sor F-Szorosat vonjuk le az els6bdl.

3
0 1 L0 100
0f |0 1 |0o] [0 1]0

Tehat ebben az esetben a megoldas egyértelmtien z = 0, y = 0.

Nézziik meg mi van abban az esetben, ha i‘?S

Ekkor
1 L0
0 0 0|’

=0 = y=B-aur.

1
|:1 a73
0 —6a+8

= 0, azaz ha a = 2 vagy a = 4.

azaz
Y

a—3
Igy végtelen sok megoldas van, melyek z =t, y = (3 — a)t, (t € R) alaktiak.

T+

Foglaljuk Gssze mit kaptunk: a = 2 esetén a (t,t) alaki szampérok elégitik ki az
egyenletrendszert, az a = 4 esetén pedig a (¢, —t) alaka szamparok, ahol ¢ tetszdleges
valos szam lehet. Tehat ezen két a érték esetén végtelen sok megoldas van. Minden
mas a érték esetén az (x,y) = (0,0) egyértelmd megoldés.

ElGszor az els6 sor 3-szorosat kivonjuk a masodik sorbél, majd a 4-szeresét kivonjuk
a harmadik sorbol. Az igy kapott masodik sort leosztjuk -7-el. Ezutan a kétszeresét
levonjuk az els6 sorbol, és a 7-szeresét hozzadadjuk a harmadik sorhoz.

1 2 -3 4 1 2 -3 4 1 2 -3 4
3 —1 5 2 | ~ |0 =7 14 —10~01—2 m
_4 1 a*—=14|a+2 0 -7 a®2—2|a—14 0 -7 a®>—-2 a—14
10 1 g

~10 1 =2 D
0 0 a>—16|a—4

El6szor vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a = 4. Ekkor

S O =
o = O
|
[\

O ~|=~lo0



azaz

r+z=

S|

y— 2z =

Végtelen sok megoldas van, melyek = = % —t,y= % +2t, z =t, (t € R) alakuiak.
Most vizsgaljuk meg az a = —4 esetet. Ekkor

1 0 1 %
01 —2| 2
00 0 ]-8
Az utolso sor szerint 0 = —8, ami nyilvan ellentmondés, igy ebben az esetben nincs

megoldas.

Térjiink végiil arra az esetre, amikor a # +4. Ekkor a? — 16 # 0, osszuk le vele a
harmadik sort. Vonjuk le az igy kapott sort az elsd sorbdl, és adjuk hozza a 2-szeresét
a masodik sorhoz.

8 8 8 1
10 1 = 10 1 = 1 00| 3%—3
01 -2 | 2 i~jo1r 2] 21 ~01 08420
2 1 1
0 0 aa—16|a—4 001m 0 0 1 W)
Tehét ebben az esetben egyértelmii a megoldés, mégpedig a kovetkezs:
8a + 25
T =,
Ta + 28
~ 10a + 54
YT et
1
z =
a+4

Gyakorlofeladatok.

1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss—Jordan modszerrel!

2l’1 + To + 3133 = 0
(a) x1 + 219 - 0
i) + T3 = 0
2r1 + T2 + rg = 1
(b) 4$1 + 21’2 + 2!173
r1 + 3332 = 1
Eredmények

(a) 21 =0, 29 =0, 23 =0
(b) r1=1—-3t 29 =t, 13 =5t — 1, (tGR)
2. Az a paraméter mely értéke mellett lesz az alabbi linearis egyenletrendszereknek egyér-

telmt megoldasa? Mely értékek mellett lesz végtelen sok megoldéas? Mely értékek mellett
nem lesz megoldas?



r + y + z = 3
(&) z + y — =z 1

r + ¥y = a

ar + 3dy + 5z = -1
(b)) = 4+ 4y + 2z = 2

4 + 1y + 92 = 3
Eredmények.

(a) e a# 2: nincs megoldas
ea=2:x=t,y=3—-t,z=1,teR

(b) ea=2:2=2(6—-Tt),y=t z=5t—-1),teR
ea#£2:0=0y=2% z=-2



