MATEMATIKA A2A VEKTORFUGGVENYEK —
EPITOMERNOKOKNEK

2. Gyakorlat megoldasai

1. Adjuk meg az alabbi hatvanysorok konvergenciaintervallumét!

(a) Yo 2"
(b) 57, 5
(©) Y02,
@) S5, &
(&) S5, A

Megoldas. Az r > 0 (esetleg végtelen!) konvergenciasugar az az értek, amelyre a

Z an(x — x0)"

n=1

hatvéanysor konvergens az (xg — r, xo + r) intervallumon, divergens R\[zq — r, zo + r|-en.
A konvergenciaintervallum széleit mindig kiilon meg kell vizsgélni, itt barmi lehet. Az r
konvergenciasugar a kovetkezé képletekkel szamithato:

G
r

1 .
vagy r = lim

- hmn—)oo n\/ |an| oo

(Ezek a gyok- illetve hanyadoskritériumbol vezethetdk le.)

an+1

(a) A mértani sor pontosan akkor konvergens, ha a kvociens abszolutértékben kisebb
mint 1, azaz || < 1. Tehat a konvergenciaintervallum a (—1,1).

(b)

Z5n no_ 2(5:1:)117
n=1 n=1

¢s mivel [5z| < 1 & |z| < 1, a konvergenciaintervallum: (—1, £).

(c) Latjuk, hogy o = 0, a, = ;5. A konvergenciasugér:

1

1
"= lim. n/ 0 1; Vn
n—00 \/ ny2 My — 00 7775




Tudjuk, hogy {/n — 1. Mivel {/n < /n+2 < V/2n elég nagy n-ekre, és /n — 1,
valamint {/2n = /2 - /n — 1- 1, ezért a renddr-elv alapjan /n +2 — 1. Azaz
r=1.

Tehat a hatvanysor konvergens a (—1,1) intervallumon, R\[—1, 1]-en divergens. Az
x = 1 esetben az alabbi végtelen sort kapjuk:

. n
;n+2'

Ennek az 6sszegnek a tagjai nem tartanak 0-hoz, tehat nyilvan divergens. Az x = —1
esetben a .
n
_1)"
;( ) n+2

sort kapjuk, ez is divergens, mert az Osszeg tagjai ebben az esetben sem tartanak
0-hoz. Tehat a konvergenciaintervallum' (—=1,1).

(d) Latjuk, hogy zo =0, a, = @ A konvergenciasugar:

z)v

r = lim ﬂ: lim M_ — lim (2n)! (2n—|—1)(2n+2)
= nlgglo@n + 1)(2n +2) =

Tehat a hatvanysor konvergenciintervalluma R.

(e) Latjuk, hogy zq =0, a, = \/—T A konvergenciasugar:

ViZ£3 2 1 2
r = lim Vin? 13 = lim n——|—3 \/ +3/n =v1=1.
7’L—>OO

Tehat a hatvanysor konvergens a (—1,1) intervallumon, R\[—1, 1]-en divergens. Az
x = 1 esetben az alabbi végtelen sort kapjuk.

2 s —
Mivel 1 W \/n;T és > oo L divergens, a minorans kritérium alapjan a sor
dlvergens Az x = —1 esetben a
o0 . 1
> (V' =
- n® +3

sort kapjuk. Ez egy Leibniz-sor, tehat konvergens. Igy a konvergenciaintervallum:
[—1,1).

2. Az x valtoz6 mely értékeire konvergens a

1—%(:5—3)—1—%(:6—3)2—1—---—1—(—%) (x =3)"+...

sor? Mi a sor Osszege? Derivaljuk le ezt a sort tagonként, és vizsgaljuk meg, hogy az igy
kapott sor x mely értékeire konvergens!



Megoldas. A
[e.e] 1 n
> (-3) oo
n=0

sor konvergenciaintervallumanak koézéppontja 3, a konvergenciasugara:

1

r= =
e /12"

= 2.

ol =

Tehéat a (1,5) intervallumon biztosan konvergens. Az x = 1 helyen a kévetkezs sort

kapjuk: N N
() eyt

ez divergens. Valamint, az x = 5 helyen a

sort kapjuk, ami szintén divergens. Tehat a konvergenciaintervallum (1,5).

Ha tagonként derivalunk, akkor a

—%—l—i-2~(x—3)—%~3-(x—3)2+~-22(—%)n (n+ 1) — 3)"

n=0

sort kapjuk. Ennek a sornak a konvergenciaintervalluménak koézéppontja 3, a konvergen-

ciasugara:
lim,, 00 Q/

Tehat a (1,5) intervallumon biztosan konvergens. Az x = 1 helyen a kovetkezs sort

kapjuk:
> 1\ = n+1l
> (-3) =X
n=0

n=0

1 1

)™ (0t 1)‘ limyee U1 (3

2

r =

o= =
I
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)l+l/n =

ez divergens, hiszen a tagjai nem tartanak 0-hoz. Valamint, az = 5 helyen a

i (—%)nﬂ (n+1)-2" = i(—m“"TH,

sort kapjuk, ami szintén divergens. Tehat a konvergenciaintervallum (1, 5).

Ezen nem lepddiink meg, ismert hogy a hatvanysor és a tagonkénti derivaléssal kapott
hatvanysor konvergenciatartoménya megegyezik.

A sordsszeg:




3. Hatarozzuk meg az f altal generélt x, koriili Taylor-sort!

) f(z)
(b) f(z)=¢€" xo=0¢és 9=
(c) f(z)=ze", xg=0
(@) F(&) = ok 0= 0, 3 € (—1,1)
(@) F) = a2 =0, € (—1,1)
(f) f(x)=In(1+2x), 20=0, x € (—1,1)

Megoldas. Az f fliggvény altal generalt xq koriili Taylor-sor alatt a kovetkezd hatvany-
sort értjiik:

— S (@) n

Tty () = Z T(x — )"

n=0
Ha f ’elég szép’, akkor eldallitja a 0 koriili Taylor-sora (vagy méas néven Maclaurin-sora),
azaz f(x) = Tyo(z). Példaul 1 elég szép, ha x € (—1,1), ekkor = = > 2" — ez a
mértani sor 6sszegképlete. A tovabbiakban minden fliggvény elég szép lesz.

(a) Mivel
f(0)=1
f(0)=3-0>-5=-5
f"0)=6-0=
1"(0) =6
f™0)y=0 n>3,
ezért:

0 6
Tro(x) =1 —5x—|—§m2—1—6x3 =1— 5z +2°

(b) Mivel f™(z) = e®, igy f™(0) = €° = 1, ezért:

valamint £ (2) = e? ezért

(c) Hasznaljuk az el6z6 feladatot, valamint azt a tényt, hogy szorzat Taylor-sora a
Taylor-sorok szorzata. Vegyiik észre, hogy z eleve hatvanysor alakban van. Tehat,

>  _n > n+1

exzzj = xeng —
“— nl —~ nl




(d) Eldrszor parcialis tortekre bontunk.

1 1 A B

x2—2x—37(:c+1)(x—3):x+1+x—3’

igy Al —3)+B(x+1) =1 (A+ B)x+ (B — 3A) = 1 kell hogy teljesiiljon, azaz
A+ B=0¢és B—3A=1. Ennek a megoldasa A = —i, B = %, tehat

111 1

1
2 —9:-3 42114 z-3

Mivel

azt kapjuk, hogy
1 1 & I &K1\ & (=1)ntt 1 .
i 5 () = ()

amennyiben x € (—1,1).
(e) Mivel tudjuk, hogy = = 0% 2" ha = € (-1,1), ezért (=) = ﬁ 0 ko-

riili Taylor-sorat gy kapjuk, ha a fenti Taylor-sort tagonként lederivaljuk. Igy a
kovetkezot kapjuk:

e}

Tyo(z) = Z(n +1)z"

n=0
(f) Mivel tudjuk, hogy ha x € (—1,1), akkor

oo o0

Z (=1)"z",
0

n=0 n=

ezért [ = = In(1 4 z) Taylor sorat agy kapjuk, ha a fenti Taylor-sort tagonként
kiintegraljuk. Igy:

o xn—i—l
Tfp(l’) = Z(_1>nn + 17
n=0

Gyakorléfeladatok.

1. Adjuk meg az aldbbi hatvanysorok konvergenciaintervallumat!

(a) 322, Sra”
(b) >ty =g

00 —3)"
(c) 2oty %

Eredmények.



. Hatarozzuk meg az f altal generalt z( koriili Taylor-sort!

T =1

(
(x
(
(

)=
)=

x) = cos?z, v9 =0 (segitség: hasznaljuk cosz = 1+C°S 2% linearizacios formulat!)
)=

(a)
(b)
)
)

93 aw|,_.

retgx, g =0

(c
(d

= = =

T zo =10

(1+1‘2 29
Eredmények.
(n+1)(z—1)"
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) —n"

b) 2o ()"
) (
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_1)”2(271)' 3;271




