MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

9. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények a koriili n-ed rendd Taylor-polinomjat!
(a) f(z)
(b) f(x)=¢€*,a=0,n=5
(¢) flx)=2*—4x+5,a=0,n=3

cosdr,a=m,n=4

Megoldas.
(a)
f(z) =cos3x = f(r) =—1
f(z) = =3sin3z = f'(7r) =0
f"(x) = =9cos3z = f"(m) =9
f"(x) =27sin3x = f"(7) =0
fW(z) =8lcos3z = fW(n) = -81
Mivel
" " (4)
Tyu(a) = £0) + S @@ =)+ L0 w4 LD oy L (g
behelyettesitve kapjuk, hogy
Tra(z) = -1+ g(x — )% - %(x — )4

(b) Mivel f("(x) = e” tetszdleges n € N-re, ezért £ (0) = 1 tetszoleges n € N-re. Mivel

" " (4) (5)
L0 S0 SO0, SO0

Tys(x) = f(0) + f/(0)z

2

behelyettesitve kapjuk, hogy

:L‘2 I3 :L’4 Is
Tf75<x):1+x+5+§+z+§.



fx)=2"—4z+5= f(0)=5
flz) =322 —4= f(0) = —4
f(x) = 62 = f(0) =
f(x)=6= f"(0)=6
Mivel ) )
Tis(z) = £(0) + f/(0)z + fQ—(!O)xQ n fS_(P)xg,

behelyettesitve kapjuk, hogy

6
Tf73($):5—4$+0‘$2+§x3:5—4$+$3.

2. Jelolje az f(x) = sinx 6t6drendi a = 0 koriili Taylor-polinomjat T 5(z). Adjunk becslést
arra, hogy sin(0.1) és T 5(0.1) kozott legfeljebb mekkora kiilonbség lehet!

Megoldas. A hibat felirhatjuk a Lagrange-féle maradéktaggal:

(6) )
f(0.1) = Ty 5(0.1) = f6—'(§)(0.1)6,
ahol ¢ € [0,0.1]. Becsiiljiikk meg, ez legfeljebb mekkora lehet! Mivel f©)(z) = —sinz,
sin& 6 (0.1)¢ (0.1)¢
— 0.1)°| = —— < —
’ or OV = Tpgp-lsingl = T
3. Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb mekkora a hibat kovetiink el az alabbi kozelits formulaval:
r oz’ 11
Vitomlts o o=
+ + 5 3 T e [ 5 2}

Megoldas. A kozelité formula éppen az f(x) = /1 + x fiiggvény 0 koriili masodrendi
Taylor-polinomja, hiszen

fl@)=Vitz= f(0)=1

/ o 1 / _
f(x)—mif(o)—

" _ " __1
@ =~ = 0 =3

Tehéat
2 22

i
LT
T3

T T

A hibat felirhatjuk a Lagrange-féle maradéktaggal:
FOE) 5

Fl@) = Tralw) = 5,200,

ahol ¢ € [0, x] pozitiv x esetén, £ € [z, 0] negativ = esetén. Becsiiljiik meg, ez legfeljebb

mekkora lehet! Mivel f©®)(z) = 5 \/(f+—)f>’

1
161/(1 — 0.5)

133

0.5 ~ 0.0441
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3
8/ (I +z)7-3



4. Adjunk 10~* pontossagti becslést e értékére az f(x) = e® alkalmas Taylor-polinomja
segitségével!

Megoldas. Ha f(x) = e®, akkor f(1) = e. Az els6 feladatra adott megoldasbol latszik,
hogy f(z) = e” n-ed rendd Taylor polinomja a 0 koriil

Ty n(x) :1+x+2—7+---+i—7;,
a Lagrange-féle maradéktag pedig
es
Linle) = 5™ €€ ol
Valasszuk meg n-et ugy, hogy |f(1) — Tyn(1)] = |Ln(1)] < 107* teljesiiljon.
3
Lsn(L) = ’(ni o s (njj Ik

felhasznalva, hogy e < 4 (ez elemi tton bizonyithato, de most nem vezetjiik le, hanem
ismert tényként kezeljiik). Tehat a legkisebb olyan n-et keressiik, amelyre

—4

Némi probalkozas utan azt latjuk, hogy n = 7 mar jo lesz. Igy a 7-ed rendt Taylor

polinom értéke az 1-ben 10~* pontossagu kozelités lesz.

1 1
Tpr(1) =1+ 1+ g+ 4 o ~ 27182539,

Gyakorlofeladatok.

1. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények a koriili n-ed rendd Taylor-polinomjat!

(a) f($):\3/§,a:1,n:3
(b) f(x)=log(l+z),a=0,n=3

Eredmények.

(@
Tyale) = 1+ 500 = 1) = glo =1+ oo = 1)

(b)

2?2 23
Ty s(x) :3:—5—1—?
2. Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb mekkora a hibat kévetiink el az alabbi kozelits formulaval:
. x? 11
sSinr ~r — —, re |—=, =
6 2°2

. : z3 1 : 11
Eredmény. [sinx (x 5 )| < 3510, @amennyiben z € [ 3 2]

3. Adjunk 107 pontossigi becslést v/0.9 értékére az f(x) = y/z alkalmas Taylor-polinomja
segitségével!

Eredmény. T, 1 koriili Taylor-polinom alkalmazaséaval:

V0.9 = 0.94875



