MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

8. Gyakorlat megoldasai

1. Az implicit derivilds modszerével hatarozzuk meg a 3% derivéltat!

(a) 22 +y? =1
(b) = =tany

Megoldas. Tekintsiink y-ra mint x fiiggvényére, majd derivaljuk le az egyenletet.

(a)

?+yPe)=1
2z + 2y(2)y'(z) = 0
(z) = ——— dy __=z
Y y(x) dz.y

z=tany(x)
R ACON
b= cos? y(x)

d
y(z) = —y:COSZy

/
y'(z) = cos .

2. Irjuk fel az 22 4+ 2y — y? = 1 egyenletii gorbéhez a P(2,3) pontra illeszkedd érintd, illetve
normalis egyenes egyenletét!

Megoldas. Mivel implicit médon van megadva a gorbe, az érinté meredekségét az
implicit derivalt segitségével kaphatjuk meg.

24 ay(e) - @) =1V

2z + y(z) + zy'(x) — 2y(z)y'(z) = 0
2z 4+ y(x) N dy = 2z+y

/ = — =
yiw) = x — 2y(x) dz T —2y
Ez kiértékelve a P(2,3) pontban:
dy 2-243 T
2,3 SR
dx( )= 2-2.3 -4 4



Tehat az érinté egyenlete:

7
y—3=1(:1:—2) &S Tr—4dy=2

Utobbi alakbol latszik, hogy az egyenes egy iranyvektora (7, —4). A normalis egyenes
egy erre merdleges egyenes lesz, tehat egy iranyvektora: (4,7). Igy az egyenlete

dr+Ty=4-247-3=29

. Adjuk meg az x = 5cost, y = 4sint paraméterezési ellipszis ¢ = 7 paramétert pontjara
illeszkedd érintGegyenes egyenletét!

Megoldas. Mivel x és y a t valtozo fiiggvénye, hasznaljuk az x(t) és y(t) jelolést.
Szamoljuk ki az implicit derivaltat! A lancszabaly alapjan

dy _dy dv dy _ a

- = = dt
dt dx dt de d
Tehéat

dr  2/(t) —bsint’

dy  y'(t) 4cost
x

Ez kiértékelve a ¢ = 7 pontban:

dy<7r>_ 4‘/75_ 4
dez \4/ 5\/75_ 5

Tehat ez lesz az érintGegyenes meredeksége. Még sziikségiink van az érintési pont (z,y)

koordinataira. Mivel x = 5cost, ezért az érintési pont els§ koordinataja %5, és mivel

y = 4sint, ezért az érintési pont masodik koordinataja 2v/2. Tehat az érints egyenlete:

4 5v2
y—2\/§:—g<x—7\/_> & By 44z =20V2

. Mennyi a maximaélis teriilete annak a derékszogi haromszognek, amelynek az atfogdja 5
hossza?

Megoldas. Ha a derékszogi haromszog két befogdjanak hossza a és b, akkor a teriilete

_ab
)

Azt tudjuk, hogy az atfogo 5 hosszu, tehat va? + b2 = 5, azaz a = /25 — b2, igy

bv/25 — b?
2 )

T

T(b) = 0<b<b.

Ennek a fiiggvénynek ott lesz lokédlis maximuma, ahol a derivalt 0, és a derivaltfiiggvény
értékének elGjele pozitivrol negativra valt.

\/25—172+ b (Cop) = 50 — 20% — 26 50 — 4b?
2 425 — 12 425 -2 425 — 12

T'(b) =



Ez a fiiggvény pontosan akkor 0, ha 50 — 40> = 0, azaz b = % = \% (a negativ

gyokot nyilvan nem vessziik figyelembe). Konnyen latszik, hogy az 50 — 402 lefelé nyitott
parabola pont ennél az értéknél valt at pozitivrol negativra. Koénnyen latszik, hogy ez
globalis maximum is, hiszen az értelmezési tartomany szélei felé T' értéke a 0-hoz tart.
Igy a maximalis teriilet:

5
(AR

2 2 4

5. Egy henger alakt hordot szeretnénk tervezni, amelynek a térfogata 20m. Hogy valasszuk
meg a magassagat és az alapkorének a sugarat, hogy a leheté legkevesebb anyaghol
kijojjon, azaz hogy a lehetd legkisebb legyen a felszine?

Megoldas. A henger felszine:
A=2-714+2rm-m
ahol r az alapkor sugara és m a henger magassaga. A henger térfogata:
V = r2mm = 20,

tehat m = 3—8. Igy a minimalizalando fiiggvény:

20 20
A(r):2r27r—|—2r7r-—2:27r (r2+—>, 0<r<oo.
r r
Ott lesz lokalis minimuma, ahol a derivalt nulla, és a derivaltfiiggvény elGjele negativrol
pozitivra valt.

Ez a fliggvény pontosan akkor 0, ha 2r — f—S =0, azaz # = 0. A tort pedig pontosan

akkor nulla, ha szamlalo nulla, tehat ha r = +/10. Mivel a kobfiiggvény szigortan
monoton né, (és r2 > 0) ezért latszik, hogy a derivéltfiiggvény ennél az értéknél fog
negativrol pozitivra valtani, igy a fliggvénynek ebben a pontban lokalis minimuma van.
Konnyen latszik, hogy ez globalis minimum is, hiszen az értelmezési tartomany szélei felé
A értéke a végtelenbe tart.

Tehat r = V10 és m = {5/270070 valasztasa esetén lesz a lehetd legkisebb a hordé felszine.
Gyakorlofeladatok.

1. Az implicit derivalds modszerével hatarozzuk meg a g—g derivaltat!

(a) y+ 2xy + cosx = 2*

(b) cosy+xy =0
Eredmények.

(a)
dy  32® +sinz — 2y

doz 1+ 22
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(b)
v_ v
dr siny—=x

. Legyen o = —t? + 4, y = 6t — 2. Milyen t érték esetén kapunk olyan érintét, amely az

tengely pozitiv felével 45°-0s szoget zar be?

Eredmény. ¢t = —3
Egy doboz térfogatat a

V(z)=2(10 —22)(16 — 2z), 0<z <5
fliggvény adja meg.

(a) Keressiik meg V' szélsGértékeit!

(b) Mit jelentenek az (a) részben megoldasul kapott szamok a doboz térfogatara nézve?

Eredmények. V maximalis értéke: = = 2 esetében 144, minimalis értéke nincsen (a
térfogat tetszblegesen kozel lehet nulldhoz)

Milyen hosszu a legrévidebb létra, amelyet ha nekitamasztunk egy 8 méter magas falnak,
elér a 3 méterrel mogotte allo épiiletig?

Abra.

épiilet

fal

létra




