MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

7. Gyakorlat megoldasai

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket a L’Hospital-szabaly segitségével!
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Megoldas. Ha egy fiiggvényhanyados hatarértékét szeretnénk kiszamitani, ahol a szam-

laloban és a nevezGben lévé fliggvény is 0-ba tart (%) vagy pedig a nevezében lévé fligg-

vény a végtelenbe tart ( ;), akkor a LL’Hospital szabaly azt allitja, hogy ha a két fiiggvény
derivaltja hdnyadosanak hatarértéke létezik, akkor a két fiiggvény hanyadoséanak hatér-
értéke is létezik, és megegyezik a két fiiggvény derivaltja hanyadosanak a hatarértékével.
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Tehat:

wlg&(sm z)” =exp(0) = 1.



2. Hatarozzuk meg az f(z) =sinz, —3 < < %” globalis szélsGértékeit!

Megoldas. Lokalis szélsGértéke egy fiiggvénynek ott lehet, ahol a derivalt 0. Globalis
szélstértéke ott lehet, ahol lokalis szélsGérték van, vagy pedig az értelmezési tartomany
szélein.

Mivel f'(x) = cosz, és cosz = 0 pontosan akkor, ha x = (2k + 1)7, k € Z, ezért lokalis
szélséérték lehet Z-ben (csak ez esik az értelmezési tartomanyba a lehetséges helyek

koziil).

Mivel f'(z) = cosx > 0, ha —% < z < 7, ezért ezen az intervallumon né a fiiggvény.
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Valamint f'(z) < 0, ha § <z < %’r, azaz ezen az intervallumon cstkken a fiiggvény.

Tehéat f-nek 7-ben lokalis maximuma van. A lokélis maximum érték 1, ennél nagyobb

értéket a fliggvény nem vesz fel az értelmezési tartomény szélein se, hiszen f (—E) =

3
—‘/7?: < 1, valamint f (%”) = % < 1. Tehat 7 globalis maximumbhely is, a globalis

maximumérték 1. A globélis minimumhely pedig —% lesz, a globélis minimumérték

—\/75, hiszen az értelmezési tartomany belsejében nem lehet minimumhely (hiszen csak
egy helyen nulla a derivalt, de az lokalis maximumbhely), a szélén pedig ez a legkisebb
érték.
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3. Igazak-e az alabbi allitasok? Ha nem, mutassunk ellenpéldat!

(a) Ha f’(0) = 0, akkor a fiiggvénynek x = 0-ban lokalis szélsGértéke van.
(b) Ha f”(0) = 0, akkor a fiiggvénynek = = 0-ban inflexiés pontja van.

Megoldas.

(a) Az allitdas nem igaz. Példaul: ha f(z) = 2?3, akkor f'(x) = 322, igy f’(0) = 0. De
nincs lokélis szélsGértéke a fliggvénynek nullaban, hiszen a kobfiiggvény szigorian
monoton né az egész értelmezési tartomanyén.

(b) Az allitds nem igaz. Példaul: ha f(z) = =z, akkor f’(z) = 122?% igy f'(0) =
0. De nincs inflexiés pontja a fiiggvénynek a nulldban, hiszen a fliggvény az egész
értelmezési tartoméanyan konvex.

4. Allapitsuk meg az f(x) = 3z — 2% fiiggvény legbGvebb értelmezési tartomanyat és ér-
tékkeészletét, folytonossagi tartomanyait, hatarértékét az értelmezési tartomanya szélein,
szélsGértékeit, monotonitési és konvexitasi tartomanyait, majd abrazoljuk a fliggvény-
grafikont!



Megoldas.
folytonos.

A fiiggvény legbGvebb értelmezési tartomanya R, és ennek minden pontjaban
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lim 3z — 2% = lim (3 —2%) = (+00) - (—00) = —¢
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Mivel f'(x) = 3 — 322, ezért f'(z) = 0 pontosan akkor, ha x = +1. Valamint, f”(z) =
—6z, ezért f”(x) = 0 pontosan akkor, ha x = 0. Ez alapjan a kévetkezs téblazatban
foglalhatok 0ssze f monotonitasi és konvexitasi tartomanyai, valamint a szélsGértékei:
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A tablazatban 4, — a fliggvény elGjelét jelenti az adott intervallumon, 7 azt jelenti, hogy
a fiiggvény monoton ng, N\, azt jelenti, hogy a fiiggvény monoton csdkken, U azt jelenti,
hogy a fliggvény konvex, N pedig azt, hogy a fliggvény konkav az adott intervallumon.

A lokalis minimumbhely tehat z = —1, a minimumeérték f(—1) = —2, a lokélis maximum-
hely z = 1, a maximumérték f(1) =2, az x = 0 inflexiés pontban pedig a fiiggvényérték

£(0) =0.

Egy abran foglaljuk 6ssze, amit megtudtunk a fiiggvényrdl.

Az abréarol konnyen le lehet olvasni, hogy az értékkészlet R.

Gyakorlofeladatok.

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket a L’Hospital-szabaly segitségével!
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Eredmények.
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. Hatérozzuk meg az f(x) =4 — 2?2, —3 < z < 1 globalis szélsGértékeit!

Eredmények. Globélis minimum: (—3, —5). Globélis maximum: (0, 4)

. Allapitsuk meg az f(z) = = + % fliggvény leghdvebb értelmezési tartomanyét és ér-
tékkészletét, folytonossagi tartomanyait, hatarértékét az értelmezési tartomanya szélein,

szélsGértékeit, monotonitési és konvexitasi tartomanyait, majd abrazoljuk a fliggvény-
grafikont!

Abra.




