MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

5. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg a legb6vebb halmazt, amelyen invertdlhatoak az alabbi fiiggvények, és
szamitsuk ki az erre megszoritott fiiggvény inverzét!

(a) f(z)=2"
(b) f(z) = %log(—?):c —-1)-5
Megoldas.

(a) A legb6vebb halmaz, amin kélesonosen egyértelmii a figgvény: {z € R|z > 0}
vagy pedig {z € R|z < 0}. Oldjuk meg a feladatot abban az esetben, amikor
Dy ={x € R |z >0}. Ekkor Ry ={z € R|z > 0}.
Az inverzfiiggvény az a leképezés, amely adott y € R ¢-rél megmondja, melyik x € Dy
képe, azaz hogy mi y Gsképe. Azt tudjuk, hogy y = 2* valamely = € D;-re. Ebbdl
azt kapjuk, hogy x = ,/y, hiszen x > 0. Tehat az y a ,/y képe, azaz a fiiggvény,
amely megadja y 6sképét éppen a gyckvonas. Igy f~1(z) = /.

(b) Ez a fiiggvény kolesonosen egyértelmi lesz, ahol értelmes. Ott értelmes, ahol a

logaritmus argumentuma pozitiv, tehat ahol -3z —1 >0 = x < —%. Tehat legyen
Dy ={zeR|z < —3}, ekkor Ry =R.
Hatarozzuk meg adott y € R Gsképét!

1
Y= 510g(—3;1: —-1)—5
2y + 10 = log(—3z — 1)

e 0 — 3, 1

1
z=—3 (62y+10 + 1)

Tehét az inverzfiiggvény: f~'(x) = —% (e2**10 +1).

2. Abrazoljuk az

(

x?—1 —-1<2<0
2x O<z<l
flz)=+<1 r=1

—2r+4 1l<z<?2
0 2<x<3

\



fiiggvény grafikonjat. Vizsgaljuk meg hatarérték, jobb- illetve baloldali hatarérték, vala-
mint folytonossag, jobb-, illetve baloldali folytonossag szempontjabol az x = —1,0,1, 2
és 3 helyeket. Van-e a fliggvénynek megsziintethets szakadasa?

Megoldas. A fiiggvény jobbroél folytonos —1-ben, igy a jobboldali hatarérték a helyet-

tesitési érték, azaz 0. A fiiggvény nem folytonos 0-ban mert ott nincs is értelmezve, és
a szakadas nem megsziintethet6 (azaz masodfaji), hiszen a jobboldali hatarérték 0, a
baloldali —1. A fiiggvény 1-ben nem folytonos, viszont a bal- és a jobboldali hatarérték
is 2, ezért a szakadas megsziintethets. A fliggvény 2-ben folytonos, igy a hatarérték a
helyettesitési érték, azaz 0. A fiiggvény 3-ban nem folytonos, mert nincs értelmezve, a
baloldali hatarértéke 0.

3. Adjuk meg a értékét ugy, hogy az

fliggvény mindeniitt folytonos legyen.

Megoldas. A filiggvény x < 3 és x > 3 esetben folytonos, egyediil x = 3-ban lehet
gond. Vélasszuk meg a értékét ugy, hogy a fiiggvény baloldali és jobboldali hatarértéke
megegyezzen 3-ban.

lim f(z) = lim 2> —1=9—-1=38,

T—3— T—3—

valamint

zlirgl%» f(ﬂj) - zli%l+ 2ax = Ga.

Tehat 6a = 8 kell, azaz a = %.

4. Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvényhatéarértékeket!



x2—1

(a) limy 0 55—
(b) limy,_,, =2
(c) lim, o 5222
(d) hmx—)O tanszcn—gs;nr
Megoldas.
(a) - 1
lm —— — Tt
=0222 —x —1 —1
) 2_4 2 2
T g B2 oy
x—2 r — 2 r—2 xr — 2 r—2
(c) ' ,
. sin3z . sin3z 5x 3 3 3
lim — = lim =112 =2
z—=0sindbr 2z—0 3z sinbx 5 5 5
(d)
. tanz —sinz ) %—sinx ) Colsx— ) 1;‘;%
lim — = lim — = lim <= = lim —&=% _ —
0 sin® x z=0  sin°x z—0 sin”x =01 — cos?x
1 1 —cosz . 1 1 1 1

= lim . =1 . = —.
1+1 2

im :
=0 cosz (1 —cosz)(l+4cosx) a=0cosz 1+ cosx

Gyakorlofeladatok.

1. Invertdlhato-e az f(z) = x? — 2x fliggvény, ha az értelmezési tartomany a valés szamok
halmaza? Ha nem, melyik az a legnagyobb a € R szam, hogy (—oo,a]-n f még in-
vertalhat6é? Hatarozzuk meg az inverzfliiggvényt, amennyiben ilyen alaka az értelmezési
tartomany!

Eredmény. a =1, f'(z) =1—- 1 +ux.

2. Abrazoljuk az

1 r< -1
—r —-1l<x<0
flx)=<21 x=0

—r O<zx<l1
1 z>1

fiiggvény grafikonjat. Vizsgaljuk meg hatarérték, jobb illetve bal oldali hatérérték, va-
lamint folytonosség, jobb, illetve baloldali folytonossag szempontjabol az x = —1,0 és 1
helyeket. Van-e a fliggvénynek megsziintethet6 szakadasa?

Eredmény. A fiiggvény —1-ben folytonos, 0-ban megsziintetheté szakadasa van, 1-ben
maéasodfaju.

3. Mely pontokban nem folytonosak az alabbi fiiggvények? Hatarozzuk meg a szakadasi
helyek tipusat is!



ot

Eredmények.

(a) = =5, masodfaju
(b) & = —1, megsziintethetd
(¢) x = (2k+ 1), k € Z, masodfaju

Mi legyen A értéke, hogy az f fliggvény folytonos legyen az x = 2 pontban is?

@) = {53_—28 e

A T =2

Eredmény. A = %

Tekintsiik az

0 ha z racionélis
1 ha z irracionalis

fliggvényt. Mutassuk meg, hogy f semelyik z € R pontban sem folytonos.

Segitség. Hasznaljuk, hogy tetsz6leges nemiires nyilt intervallum tartalmaz racionélis
és irracionalis szamot is.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket!

(a) lim, 1 52—t

(b) hmx—)O ta;lajm

(c) lim,_yq %

Eredmények.

S
o
N—
WY NI Wik



