MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

4. Gyakorlat megoldasai

1. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi sorozatok monotonak, illetve korlatosak-e!

(a) an = 35:11
(b) a, = %
Megoldas.

_ 3n4+1 2 . . 2 . . L v .
(a) an =55 =3 — .23, ésmivel 0 < 25 < 1, a sorozat minden tagja 2 és 3 kozé esik,

tehat a sorozat korlatos. Valamint szigorian monoton névé (minden tagja nagyobb,
mint az 6t megel6z6). Ennek belatasara ellenérizziik, hogy a, < a,y1 tetszoleges
n € N-re teljesiil-e.
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az utols6 sor pedig nyilvan igaz, igy visszafelé olvasva az érvelést latjuk hogy a, <
a1 teljestl.

(b) A sorozat elsé par tagja:

P
T
6-6 6
=197 M )
L _666_ 6
T 1.2.3 %3
6
as = Q4 * —



g = Q5 -

N OO O

a7 = Qg *

Igy konnyti latni, hogy az 6todik tagig né a sorozat, az 6todik és hatodik tag megegye-
zik, majd csokken. Tehét Gsszességében a sorozat nem monoton, viszont korlatos: a

maximélis tagja a5 = ag = g—?: ez a fels6 korlat, az also korlat pedig 0.

2. Hatarozzuk meg az a, = 37::82 sorozat hatarértékét, és a ¢ = % hibahoz a legkisebb
alkalmas kiiszobindexet!
Megoldas.
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Szeretnénk meghatarozni azt a legkisebb N természetes szamot, amelyre az igaz, hogy
ha n > N, akkor |a, — 3] <e=0.1.
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Tehat N = 253 j6 kiiszobindex lesz.

. Hatéarozzuk meg, hogy az aldbbi sorozatok konvergensek-e vagy divergensek, konvergens
esetben szamitsuk ki a hatarértéket is!
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(a) an = 54713::-27;
n! nﬁ n
(b) an = FEEET
(C) (n = n;\z?l
(d) ap =1+ (-1)"
(e) a, =sin (7_2r + %)
(f) a, =log (1 + %)n
n 5vn

Megoldas. Emlékeztets:

e ¢" — 0, halq| <1,



e {/a »1haa>0,
o {/n—1,

e ergsorrend: n* < a® < n! < n", ahol @ > 1, k € N, valamint < azt jelenti, hogy
‘gyorsabban tart a végtelenbe’,

e ha a, — 0, b, — Foo, akkor (1 + a,)’ — €¢, ahol ¢ = lim,, o ay, - by,.
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tehét ez a sorozat divergens.
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(d) A sorozat minden pératlan sokadik tagja 0, minden paros sokadik tagja 2, tehat a
sorozat divergens.
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Mivel ({/n)* — 17 = 1 és /2(/n)*> — 1-1° = 1, ezért a renddr-elv alapjan
Vn?+n— 1.
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4. Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok torlodasi pontjait!

(a) @, = (—1)" (1 +1)
(b) an = cos (nf) 5iata-

Megoldas.

a) A sorozat paros sokadik tagjaibol képzett részsorozat aqsy, = 1 + == — 1, a paratlan
g) %

(b)

sokadik tagjaibol képzett részsorozat pedig asgi1 = —1

két torlodasi pontja 1 és —1.

Elgszor azt vegyiik észre, hogy

Valamint,
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Tehat a sorozat felbomlik harom konvergens részsorozatra: asgi1 = 0 — 0, agy =

(4k)2+4
3(4k)2—3(dk)
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=30, 3.

Gyakorlofeladatok.

(a) a, =n+ (—1)"n?

() an=2-2

(c) an = {%} ({-} :tortrész)
Eredmények.

(a) Nem monoton, nem korlatos.
(b) Monoton ng, korlatos.

(¢) Nem monoton, korlatos.
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. Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

(a) an = gt

(b) a, = L2t

(c) an = G5

(d) any/ 355

() an=(1-3)"

(£) a0 = (1+52)" "

1k+2)?—3(4k+2)

— —%. Tehat a torlodasi pontok:

1. Hatéarozzuk meg, hogy az alabbi sorozatok monotonak illetve korlatosak-e!



(g) apn=n—+vVn>—n

Eredmények.

. Hatarozzuk meg a legkisebb kiiszobindexet az adott ¢ hibdhoz!

() an = 7, £ =15
(b) an = 25, e=10""
Eredmények.

(a) N =11

(b) N=9



