MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

3. Gyakorlat megoldasai

1. Irjuk fel az alabbi egyenesek paraméteres egyenletrendszerét!

(a) Legyen e a P(1,2,3) ponton atmend, (1, 1,1) vektorral parhuzamos egyenes.

(b) Legyen f a 2x +y + z = 0 egyenletd sikra meréleges, azt a (1,0, —2) pontban
metsz6 egyenes.

Megoldas. Az e egyenes paraméteres egyenletrendszere, amennyiben illeszkedik ré a
P(p1,p2, p3) pont és v = (v1,v9,v3) egy iranyvektora:

T =p;+tvg
Yy = p2 + tug
z = p3 + tus, teR.

Az S sik egyenlete, amennyiben illeszkedik ra a P(p, p2, p3) pont és n = (nq, na, ng) egy
normalvektora:
1T + Ny + N3z = NP1 + NP2 + N3P3

(a) Az e egyenesen rajta van a P(1,2,3) pont, egy iranyvektora a v = (1,1,1) vektor.
Igy a paraméteres egyenletrendszere:

=141
y=2+t
z=3+t, teR.

(b) Az f egyenesen rajta van a (1,0, —2) pont, és merdleges a 2z + y + z = 0 egyen-
letii sikra, igy a sik egy normalvektora az egyenes egy iranyvektora lesz. A sik egy
normalvektora n = (2,1,1). Igy az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=1+2t
y=0+1
z=—=2+41, teR.

2. Keressiik meg az x =2t + 1,y =3t + 2, z = 4t + 3, valamint az x = s+ 2, y = 25 + 4,
z = —4s — 1 egyenesek metszéspontjat, majd irjuk fel az egyenesek altal meghatarozott
sik egyenletét!



Megoldas. A metszéspontot ugy kapjuk meg, ha megtalaljuk azt az (x,y, z) koordiné-
taju pontot, amely mindkét egyenletrendszert kielégiti. Mivel x = 2t +1 és & = s+ 2
ezért

2+1=s54+2 = s=2t—-1

Valamint, mivel y = 3t+2 ésy = 2s+4, ezért 3t+2 = 2s+4 = 2(2t—1)+4 = 4¢t+2, tehat
t =0 (és s = —1). Azaz a metszéspont koordinatai (2-0+1,3-0+2,4-0+3) = (1,2,3).
Igy mar tudjuk az egyenesek &ltal meghatarozott sik egy pontjat is, még sziikségiink
van egy normalvektorara ahhoz, hogy fel tudjuk irni az egyenletét. Az els§ egyenes
egy iranyvektora u = (2,3,4), a masodiké v = (1,2, —4). Ezek elemei a siknak, nem
parhuzamosak. A vektorialis szorzatuk éppen a sikra merdleges vektor lesz, tehat jo lesz
normélvektornak.

i
2 3| =—12i+4j +4k — 3k — 8i + 8j = —20i + 12§ + k

(]
uxXv=12 3
1 2 —4|1 2

Tehat a sik egyenlete: —20x 4+ 12y+2=—-20-1412-241-3, azaz —20x 4+ 12y +2 = 7.

. Hatarozzuk meg a P(0,0,12) pont és az e : x = 4t, y = —t, z = 2t egyenes tavolsagat!

Megoldas. Az egyenesen rajta van az O(0,0,0) pont, és egy irdnyvektora a v =
(4,—1,2) vektor. Ekkor OP = (0,0,12) és |OP| = 12. Ennek a vektornak az egyenesre
vett merGleges komponensének a hossza megadja a P pont és az egyenes tavolsdgat. Ez
pedig a kovetkezdképpen szamolhato:

|OP.| = |OP|sina = 12sina,

ahol a a OP és az egyenes bezart szoge, azaz masképpen mondva OP és v bezart szoge.

Két vektor bezart szogének a koszinuszat ugy kaphatjuk meg a legegyszeriibben, ha
kétféleképpen felirjuk a skalaris szorzatukat (és a két feliras nyilvan ugyanazt adja). Igy:

|OP| - |v| - cosa=0-440-(=1)412-2

1216 +1+4 - cosax = 24

2
cosSa = ——

V21

2 . _ _ 4 17 T 2 2 2
Ebbél sina = V1 —cos?a = /1 — 57 = /57- Igy a P pont és az egyenes tavolsaga
— 17 _ 17
=[OP. | =12 /5.



4. Hatarozzuk meg a P(0,—1,0) pont és a 2x + y + 2z = 4 sik tavolsagat!

Megoldas. Legyen Q(1,0,1), ez rajta van a sikon. Ekkor PQ = (1,1,1), a hossza
|PQ| = v/3. Ennek a vektornak a sikra vett meréleges komponensének a hossza a P
pont és a sik tavolsaga. Ez a kovetkez&képpen szamolhato:

PQ.| =|PQ|cosa

ahol a a PZ) vektornak a sikra merdleges irdnnyal bezart szoge, masképpen mondva PZ)
vektornak a sik n = (2,1, 2) normalvektoraval bezart szoge.
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Két vektor bezart szogének a koszinuszat ugy kaphatjuk meg a legegyszeriibben, ha
kétféleképpen felirjuk a skalaris szorzatukat (és a két feliras nyilvan ugyanazt adja). Igy:

’Pb\'\n\-cosa:1-2+1.1+1.2

\/§'\/4+1+4~cosa:5

COStY = ——=

33

Igy a pont és a sik tavolsaga % V3= g

5. Hatarozzuk meg az x +y =1 és a 2x + y — 2z = 2 sikok szogét!

Megoldas. Két sik hajlasszogét tgy tudjuk meghatarozni, hogy ha vesziink mindkét
sikban egy-egy a metszésvonalra merdleges vektort, és ezek kozrezart szogét kiszamitjuk.
Legyen n; az S, : x +y = 1 normélvektora, ny a Sy : 20+ y — 22 = 2 siké. Ha vesziink az
S1 sikban egy a metszésvonalra meréleges v, vektort, akkor az benne lesz ny, ny vektorok
sikjaban és mer6leges lesz ni-re. Hasonldan, ha vesziink az Sy sitkban egy a metszésvo-
nalra meréleges vy vektort, akkor az benne lesz ny, ny sikjdban, és meréleges lesz no-re.
Igy az S; és S, sik normalvektoranak a bezart szége ugyanaz, mint v; és v, bezart szoge,
mivel meréleges szaru szogek az nq,ny sikjaban. Tehat a két normdalvektor kozrezart
szOge megadja a két sik hajlasszogét. Az S; normélvektora (1,1,0), Sy normélvektora
(2,1,—2). Mivel

V1i+1-Vd+1+4-cosa=1-2+1-1+0-(-2)
3vV2cosa = 3

Ccosa =

Nl

igy a bezart szog 7.



1. d4bra. A piros szog valojaban a fekete szog 90°-al elforgatva nq, no sikjaban a metszésvonal
koriil

Gyakorlofeladatok.
1. Irjuk fel annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, amely atmegy a P(1,1,1)
ponton, és parhuzamos az y tengellyel!

Eredmény.

r=1
y=1+t
z=1, teR.

2. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges az x tengelyre, és azt a P(0,0, 6)
pontban metszi!

Eredmény. z =6

3. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,1, —1) ponton és meréleges
a2r+y—z=3,r+ 2y + z =2 sikok metszésvonaléra!

Eredmény. x —y+2=0

4. Hatarozzuk meg a 2x —y + 2 = 5 és 3x + y — 2z = 3 sikok metszeteként elGallo egyenes

egyenletrendszerét!
Eredmény.
r=1+1
y=—-6+7t
z = —3 4+ 5t, teR.



