MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

2. Gyakorlat megoldasai

1. Legyenu = (3,—2,1) ésv = (—2,5,0). Hatarozzuk meg gu—i—%v komponenseit és hosszat!
Megoldas.

3 4 3 4 9 -6 3 ~8 20 0 1 14 3
Cut cu=203,-2, 1)+ (-2,50) = 2, 2 L) = (=22
st v =532 +5(=250) (5’ 5’5>+<5’5’5) (5’5’5)

A hossza:

1 14 3 1 196 9 /206
V25 25 925 5

55°5)| -
2. Legyen P, = (—1,1,6) és P, = (3,5,0) Hatarozzuk meg a Pi-et Py-vel Osszekots szakasz
irdnyvektorat és felez6pontjanak koordinatait!

Megoldas. Az Osszekots szakasz iranya megegyezik P, — P, vektor irdnyaval, tehat
a szakasz egy iranyvektora (—1,1,6) — (3,5,0) = (—4,—4,6). A felez6pontba mutato
vektor éppen £1422 | tehat a koordinatai £((—1,1,6) + (3,5,0)) = 3(2,6,6) = (1,3,3).

3. Legyen u = (10,11, =2), v = (0, 3,4). Hatéarozzuk meg u és v kozrezart szogét! Hogy val-
toztassuk meg v harmadik koordinatajat, ha azt szeretnénk hogy a két vektor merdleges
legyen egymésra?

Megoldas. Amennyiben 7 a kézrezart szog, definicio szerint u - v = |u| - |v| - cosy. De
a skalaris szorzatot ki lehet szdmolni agy is, mint u - v = wyv; + ugvs + ugzvs (ahol u;, vy,
i =1,2,3 az u és v vektorok koordinatai). Tehat

U1V + Uy + U3V3
Juf - |v]

|ul - [v] - cosy = ugvy + ugve + ugvy = cosy =

Mivel |u| = /102 + 112 + (=2)2 = 15, |[v] = V02 + 32 + 42 = 5, wjvy + Ugva + Uzvy =
10-04+11-3 —2-4 = 25, ezért
25 1

OST= 55T 3

Ha két vektor kozrezart szoge alatt természetes modon a kisebbet értjiik, akkor ~ =~
70.53°.

Ha u = (10,11, —2) és v = (0, 3, v3) merdlegesek egymasra, akkor annak kell teljesiilnie

u-v =0, tehat 11-3—2-03:O,azazv3:%.



4. Széamitsuk ki uxv és v xu vektorialis szorzatot, amennyiben u = (2,0, 1) ésv = (0, —3,1)!

Megoldas. Vektorialis szorzatot a Sarrus-szabaly segitségével érdemes szamolni. Ezt
az alabbi abra szemlélteti. A sima nyilak mentén vett szorzatokat pozitiv, a szaggatott
nyilak mentén vett szorzatokat negativ eljellel kell Gsszeadni. Igy megkapjuk az i, j, k
bézisvektorok egytitthatoiként a vektorialis szorzat koordinatéit.

+
1

A Sarrus-szabaly segitségével a kovetkezsket kapjuk:

i j o okli g
uxv=1[2 0 12 0|=4-0-1+45-1-04k-2-(=3)—k-0-0—7i-1-(=3)
0 -3 1|0 -3
—j-2-1=3i—2j— 6k,
i j o okli g
vxu=1{0 =3 1[0 —=3|=i-(=3)-1+j-1-24k-0-0—k-(=3)-2—i-1-0
2 0 1|2 o0
—j-0-1=—3i+2j+6k

5. Szamitsuk ki a PQR héaromszog teriiletét, amennyiben P = (1,1,1), Q@ = (2,3,1),
R =(0,0,2)!

Megoldas. Legyen u = PQ = (1,2,0) ésv = PR = (—1,—1,1). Ekkor |u x v| éppen az
u és v altal kifeszitett paralelogramma teriilete, tehat a keresett haromszog teriiletének
a kétszerese. Igy

1
Th = §|u X v|.

Mivel
uxv=|1 2 0|1 2|=i-2:14-0-(=1)+Fk-1-(=1)
-1 -1 1]-1 -1

— k-2 (=1)—i-0-(=1)—j-1-1=2i—1j +Fk,

ezért |u x v| = A+ 1+ 1 =+/6. Tehat Tx = ‘/76.
6. Szamitsuk ki az u = (2,1,0), v = (2,—1,2) és w = (1,2,0) vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon valamint tetraéder térfogatat!

Megoldas. A paralelepipedon térfogatat a harom vektor vegyesszorzatanak abszolutér-
téke adja, amit szintén a Sarrus-szabéllyal szamolhatunk, a kévetkezdképpen:



Tehat a mi esetiinkben az alabbi modon szamolunk:

2 1 0]2 1
(wow) =12 =1 2|2 —1{=2-(=1)-04+1-2-140:2-2-0-(=1)-1-2-2-2
1 2 0|1 2

~1-2.0=2-8=—6.

[gy a térfogata a paralelepipedonnak V,, = |(uvw)| = 6. A tetraéder térfogata pedig
éppen a paralelepipedon térfogatanak a hatoda, azaz Ve = 1.

Gyakorléfeladatok.

1.

2%

5

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy u = (1,2,/2) és v = (a,0,3) vektorok
bezart szoge 7§ legyen!

Eredmény. a = —%

Bizonyitsuk be, hogy a rombusz &tléi merslegesek egymasral

Szamitsuk ki a P = (2,-2,1), Q = (3,—1,2), R = (3, —1, 1) pontok &ltal meghatéarozott
haromszog teriiletét!

Eredmény. T = ‘/75

Az a paraméter mely értékeire feszitenek ki az (a, 1,1), (1,a,1), (1,1, a) vektorok valodi
(nem elfajult) paralelepipedont? (Azaz milyen a-kra lesz pozitiv a térfogat?)
Eredmény. a # 1, -2

Igaz-e tetszbleges u, v, w térvektorokra, hogy (u X v) - w =wu- (v X w)?

Segitség: Igen.



