MATEMATIKA A1A ANALIZIS —
EPITOMERNOKOKNEK

1. Gyakorlat megoldasai

1. Végezziik el a miiveleteket!

(a) (34 2i)(5—4i) + (2 +1)
(b) (3—2i)2
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Megoldas. Emlékeztets: i olyan szam, amelyre az teljesiil hogy i? = —1. Az a+b-1i
alaki szamokat komplex szamoknak nevezziik (itt a,b valos szamok, a a komplex szam
valos része, b a képzetes része). Komplex szam konjugéltja: a +b-i=a —b-i.

(a)
(3+2i)(F—4i) +(2+i) = 15— 120 +10i —8i® 4+ 247 = 15— 12i+10i + 842417 = 25—i

(b)
(3-2)2 (3-20)* 1—i (9-12i—4)(1—d) 9—12 —4—9i—12+4i

1+i 144 1—i  1—i+i+1 2
T -1T 717,
— T o T 39

(c)
25+i 25—i 3+4i T5+100i—3i+4 79 97

3 4 34 3+4 9_12i+12i+16 25 25

2. Irjuk fel az alabbi komplex szam algebrai alakjat!

(o (5) 1o (5))

Megoldas. A komplex szam algebrai alakja: a + b - i, ahol a, b valos szamok. Hozzuk a
kifejezést ilyen alakral

3 (cos (27) 455 (1)) =5 (ﬁ) -}



3. Irjuk fel az alabbi komplex szamok trigonometrikus alakjat!

(a) 1474
(b) 1 —+/3i
(c) =3 —+/3i

Megoldas. Egy a + b - i komplex szamnak megfelel az (a,b) szampar, a szimparnak
pedig megfelel egy helyvektor a sikon. Igy gondolhatunk a komplex szamra, mint egy
sikbeli helyvektorra. A komplex szam trigonometrikus alakja: r(cos(p) + isin(y)), ahol
r a helyvektor hossza, ¢ pedig az elfordulasa az = tengely pozitiv agatol radidnban,
¢ € [0,27], neve argumentum. Képlet a kiszamitasara (nem javaslom a hasznélatat,
mert komplikalt):

[ arctan (S) haa>0,b6>0
arctan (%) +27 haa>0,b<0
arctan(g)—w haa <0,0>0

pla+b-i) = qarctan (1) +7 haa<0,b<0
5 haa=0,6>0
-5 haa=0,b<0
\tetszéleges haa=0,0=0

Sokkal egyszertibb abrat késziteni, és arrdl leolvasni!

(a) Legyen z = 1+i. Ekkor az abra alapjan nyilvanvalo, hogy a komplex szdm argumen-

tuma 45°, azaz 7 radian. Vagy pedig képlet segitségével: arctan (%) = 7, és mivel

a,b >0, z argumentuma 7. Valamint, r = /1 +1 = V2. Tehét:
2=1/2 <COS (%) + 2sin (%))

Imz
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1. 4bra. z2=1+1

(b) Legyen z = 1 — 4/3i. Ekkor az abra alapjan, és a nevezetes haromszogek szogeinek
ismeretében nyilvanvalo, hogy ¢ = 300°, azaz %’r radian. Vagy pedig képlettel:
arctan (#) = —3%, ésmivel a > 0, b < 0 z argumentuma 27 — 3 = 5?” Valamint,

3
r=+v3+1=2. Tehéat:

o () (5)



(c)

/3 T+------

2. 4bra. z=1—+/3i

Legyen z = —3 — /3i. Ekkor az &bra alapjan, és a nevezetes haromszogek szogeinek
ismeretében nyilvanvalo, hogy ¢ = 210°, azaz %r radian. Vagy pedig képlettel:
arctan (%g) = &, ¢s mivel a,b < 0, z argumentuma § + 7 = %T. Valamint,

r=+/3+9 = +/12. Tehéat:

€z

4. Végezzik el az alabbi miiveleteket!
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Megoldas. A komplex szamok trigonometrikus alakja azért hasznos, mert ebben az
alakban kénnyd 6ket hatvanyozni. A de Moivre-féle képlet a hatvanyozasra a kovetkezs:

z =r(cos(p) +isin(p)) = 2" = r"(cos(np) + isin(ny)), (n €N)

1 ( (gp+2k7r> . (90—1—2/{77))
=rnfcos|——— | +esmm| —— )
n n

Vegyiik észre, hogy egy komplex szamnak pontosan n darab n-edik gyoke van!

V3
2

Képlet gyokvonésra:

3=

z =r(cos(p) +isin(p)) = 2z
(k=0,....,n—1,n€N)

1. Ekkor z trigonometrikus alakja:

47 s A7
z=-cos | — isin | —
3 3 /)

8040 8040
22910 — cos ( 5 W) + isin ( 3 7T) = c0s(26807) 4 ¢sin(26807m) =1 +4-0 = 1.

(a) Legyen —3 —

igy

(b) Legyen z = 1+ i. Ekkor z trigonometrikus alakja:

oo () i ().

igy

(V2) = V2 <COS <g> + isin (g)) ,

4 9 . (9
(Vz)2 = V2 (COS <g +7T) + ¢sin (g +7T>) =2 (COS (g) + isin (%)) .
5. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet a komplex szamok halmazan!
|z2| —2z2=1+2i

Megoldas. Legyen z = a + b - 1. Ekkor az egyenletiink:

vVaz+b2—-—a—-b-i1=1+2i
Va2 +02=1+a+(2+0b)i
a?> +b0* = (14+a)*> +2(1 +a)(2 4 b)i — (2 +b)?

Az egyenl@ség két oldalan allo két komplex szam csak tgy egyezhet meg, ha a valos és a
képzetes résziik is megegyezik, tehat a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

a2+ =(1+a)?—-(2+0)?
0=2(1+a)(2+0)



A masodik egyenlet csak ugy teljesiilhet, ha a = —1, vagy b = —2. Az a = —1 esetben
az elsd egyenletbdl a kovetkezdt kapjuk b-re:

1+02=—-2—-0"—4b
20 +4b+3=0

Ennek nincs valés megoldasa. A b = —2 esetben az elsG egyenletbdl a kovetkezét kapjuk
a-ra:

a’+4 = (1+a)?
=14 2a
3
—=aqQ
2
Tehat a megoldasa az egyenletnek z = % — 21.

Gyakorlofeladatok.

1. Végezziik el az alabbi miveleteket!

(@) (= 2)(5 - 3)

(b) 1

(c) v/—16

(d) (1—4)*

Eredmények.

(a) =7+ 117

(b) —i

(c)
(V=16); = V2 +V2i
(V—=16)y = —V2 + V/2i
(V=16)3 = —V/2 — V2i
(V—=16)s = V2 — V2i

(d) —4

2. Irjuk fel az alabbi komplex szamok trigonometrikus alakjat!

(a) V2 -2
(b) 8

Eredmények.

(a) 2 (cos () +isin (7))
(b) 8(cos0+ isin0)

3. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket a komplex szamok halmazén!



(a) 22 —62+13=0
(b) 25 =1+1

(c) 22=72
Eredmények.
(a) 3+ 2i

(b)

o 3 on (1) 50 ()
e 9 (s () i (25
e 9 (s (1) v (1)
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