KURSCHAK JOZSEF ALGEBRAI MUNKASSAGAROL*

SCHMIDT TAMAS

Algebréval foglalkozé monogrifidban — szinte valamennyiben — talilkozha-
tunk Kiirschdk Jézsef nevével. Taldn kevéssé ismeretes, hogy a 20. szdzadban ki-
fej}éidétt tn. modern algebra egyik legszebb elméletének éppen Kiirschik a ,,sziilé-
apja”. Ezt az elméletet ma értékeléselméletnek nevezziik. Meglepd, hogy ez az el-
mélet, amely a gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl is jelent8s, Kiirschdk egyet-
len algebrai dolgozatanak koszonhetS (Uber Limesbildung und allgemeine Kor-
pertheorie, J. reine u. angew, Math. 142 (1913), 211—253). M4srészr8l Kiirschdk
Jézsef munkassagit méltatd tanulmianyok ezt a legjelentSsebb alkotdsaként emlitik,
Jelen ismertetésben ezen elmélet Iényegét szeretném bemutatni,

Mindenekeldtt azt vizsgiljuk meg, hogy a raciondlis szamok testébd! kiindulva,
hogyan juthatunk el a valés szdmokhoz. Leggyakrabban a Dedekind-féle szelet-
alkotast hasznaljdk, de régota ismeretes egy mdsik modszer is, amely a racionalis
szamok testénck, Q-nak az elrendezettségén, ill. az abszolut érték fogalmin nyug-
szik. (Altaldban egy K test elrendezett, ha elemei kozott értelmezve van egy = tin.
rendezési relacid, hogy barmely két elemre a=b vagy bz=a teljesiil, ezenkiviil
a=b é c=d esetén at+e=b-+d, tovibbad a=b, 0=c¢ maga utdn vonja ac=bc-t.)
Az acQ abszolut értéke |[af, az a és —a koziil a nemnegativ. Segitségével értel-
mezhetjiik az alapsorozatot, ami egy olyan [a;]={a;, a,, ...} sorozat, hogy minden
pozitlv e€Q-hoz létezik egy n=n(e) természetes szdm, amelyre teljesiil, hogy
la,—a,l<ée, valahinyszor p,g=n. Ha [a;] és [b;] alapsorozatok, akkor képezni
tudjuk ezek Osszegét, a c¢,=a,+b,, illetve szorzatat a d,=a,b, szabilyok segit-
ségével. Konnyi litni, hogy ezen miiveletekre nézve a Q-bdl képezhetd alapsoroza-
tok egy R gytriit alkotnak. Egy [4;] sorozat nullsorozat (,,0-hoz konvergal™), ha
minden ¢-hoz létezik olyan n, amelyre la,J<e, ha p=>n. A nullsorozatok az R
ayurunek egy £ idedljat alkotjak. Az R/J maradekosztalygyuru (més néven faktor-
gylirii) éppen a valds szdmok R teste. Ha a€ Q-nak megfeleltetjiik az a,a, a,
konstans sorozatot, Ggy a Q-nak R-be vald bedgyazasat nyerjiik.

A leirt konstrukcid természetesen régéta jol ismert, de Kiirschdk észrevette,
hogy igen jelentGs mértékben altaldnosithaté. Minden valdszintiség szerint elméle-
tének megalkotdsdhoz dont8 mddon jirult hozzi, hogy K. Hensel 1908-ban meg-
jelent kdnyvében (Theorie der algebraischen Zahlen) bevezette az tin. p-adikus szd-
mok fogalmat.

Testek 4ltaldban nem elrendezhet6k, példaul a komplex szdmok teste sem az,
hiszen amennyiben i=0 lenne, akkor négyzetre emelve —1=i2>0 addédna, majd

* Kirschak Jozsef sziiletésének 125. évfordulbja alkalmabol 1989. marcius 21-én a Magyar
Tudomanyos Akadémian ethangzott elGadas.
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ezen két egyenlGtlenséget 8sszeszorozva —i=0-t kapunk, ami ellentmond i>0-
nak. Hasonléan nyeriink ellentmondéist, ha i<0. FEzt a nehézséget Kiirschdk a
kovetkezG Otlettel hidalta 4t. Legyen £ egy test és tekintsiink egy tovabbi, de elren-
dezett K testet (amely tobbnyire vagy a raciondlis vagy a valés szdmtest). Egy
@: A —~K leképezést a A értékelésének nevezziik, ha a kovetkezSk teljestilnek:

(1) ¢(a@=0, ha a=0 é ¢@(0)=0,
@ ¢(a+bd)=e(@+o(),
(3) o¢(ab) = p(a)-o(b).

Ez esetben A" tin. értékelt test. A legegyszeriibb példa, ha ¢(a)=1 minden
a=0 elemre, ez az 0n. trividlis értékelés. Amennyiben ¥ megegyezik Q-val, gy
o(@)=|al az abszolutérték értékelés. [a;] alapsorozat, ha minden pozitiv &€ K-hoz
létezik olyan n, hogy ¢(a,—a,)<e, amennyiben p,g=n. Egy alapsorozatnak a
@-hatdrértéke az ac i, ha minden e-hoz létezik olyan n, hogy ¢(a,~a)<e, ha
p=>n. Nullsorozat olyan alapsorozat, amelynek létezik ¢-hatarértéke, és az 0.
A mir emlitett médon az alapsorozatok Osszegét és szorzatdt értelmezhetjiik és

zr rr.

ily médon egy R gyfirtit kapunk, amelynek a nullsorozatok egy # ideéljat képezik.
Tekintsiik a /= R/# maradékosztaly gyfiriit, amelyr8l kimutathatd, hogy test, amely-
nek & részteste. Erre a A testre a ¢ értékelést kiterjeszthetjiikk. Kimutathat6, hogy
A ez ismertetett konstrukci6val tovabb mar nem bdvithets, azaz ha A elemeibsl
képeziink alapsorozatokat, akkor ezeknek mindig van H-ban ¢-hatirértéke. Fz
indokolja az elnevezést is, ti. -t a A" perfekt burkdnak nevezziik. A Q perfekt
burka az abszolitérték értékelésre nézve a valds szdmtest. Vajon létezik-e ettdl
lényegesen eltér8 példa? Itt jelennek meg a mér emlitett p-adikus szimok. Legyen
p egy rogzitett primszdm, akkor minden r raciondlis szdm egyértelmiien irhato

F = —];.pwp(f)

alakba, ahol k és I p-vel nem oszthaté egészek. Az r raciondlis szdm p-adikus értéke-
1ése w,(r). Ennek segitségével el8all6 perfekt test Q,(a Q p-adikus burka) a p-adikus
szdmok teste. Fzek a szimok o=a,p"+a,., p"+t*+... alakban irhaték, ahol
a=0,1,..,p-1

Kiirschdk elméletét A. Ostrowski fejlesztette tovabb és tette teljessé. FO tételei
mutatjak, hogy milyen kivalo érzékkel nytlt az abszolatérték fogalménak altald-
nositisidhoz. Kimutatta ugyanis, hogy Q valés értékelései (tehdt amikor K=R)
a trivialis, az abszolutérték és a p-adikus értékelések. A masik Ostrowski tételhez
sziikségiink van az archimedesi elrendezésre, ami azt jelenti, hogy minden a€K-
hoz 1étezik olyan n természetes szam, amelyre #-1>a (1 a K egységeleme). Ostrowski
kimutatta, hogy archimedesien értékelt perfekt test csupan kettd létezik, a valds
szadmtest és a komplex szdmok teste.

Azok szamdra, akik részletesen meg szeretnének ismerkedni az értékeléselme-
lettel, Rédei Laszl6 ,,Algebra” c. monografidjat ajinlhatom, ahol egy teljes fejezet
foglalkozik ezen elmélettel,
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