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MEGJEGYZESEK A RELACIOS ADATBAZIS
MODELLEKBEN FRTELMEZETT FUGGOSEGI
RELACIOKHOZ

SCHMIDT E. TAMAS
Budapest

Az E. F. Copp iltal bevezetett funkciondlis fliggSséggel az ut6bbi idGben tobb hazai szerzd
is foglalkozott (lasd pl. BExéssy ANDRAs—DEMETROVICS JANOS [1], CzfpLi GABor [2, 3], De-
METROVICS JANOS [4, 5]). Tobb figyelemre méltod tij eredmény mellett a témakor Osszesitését nydjtja
DemeTrovics JAnos cikke. Ez utobbi keltette fel érdekiGdésemet és arra sarkallt, hogy néhany
altalanositdsi lehet8ségre ramutassak. Remélhetdleg e megiegyzéseim az alkalmazdsok szemponti-
jabol sem lesznek érdektelenek. MindenekelSit egy célszerli segédeszkdz bevezetésével kezdem,
ez az un. lezdrasi operitor.

1. Lezarasi operatorokrol dltaldban

Legyen £ egy tetszBleges véges halmaz, az Gn. attributum halmaz. Ennek bizo-
nyos részhalmazabdl 4116 rendszert roviden halmazrendszernek szokds nevezni.
Ezek koziil az egyik legfontosabb, amely Q 0Osszes részhalmazat tartalmazza, neve
hatvanyhalmaz és leggyakoribb jelolése P(Q). Ezen két kétvaltozds miiveletet a hal-
mazelméleti metszetet, XN Y és egyesitést XU Y, tovabbd egy egyviltozds miivele-
tet a komplementumképzést, X’ szokas értelmezni. Ezekre nézve P(Q) egy algebrai
struktira, Gn. Boole-algebra.

A halmazrendszerck kozott fontosak azok az F halmazrendszerek, amelyek
egyrészt tartalmazzdk Q-t és zartak a halmazelméleti metszésre nézve, azaz ha X,
YeF, ugy XNYEF. (Ha Q végtelen, ugy megkdoveteljiik, hogy tetszbleges sok
F-beli X; részhalmaz metszete, N X; is legyen F-ben.) Ezen tulajdonsdggal rendel-
kez6 halmazrendszereket lezdrdsi rendszernek nevezzilk. Ha X az Q egy tetszGleges
részhalmaza és F eogy lezdrasi rendszer Q-4n, tgy tekinthetjiik mindazon Y;€F
halmazokat, amelyekre XS Y;. Mivel F a metszésre nézve zart, ezek metszete X=Y;
ugyancsak eleme F-nek és tartalmazza X-et. X nyilvan a legsziikebb ilyen tulajdon-
sagh részhalmaz és az X Aaltal egyértelmiien meghatdrozott. Az X—X megfelel-
tetés tekinthet§ tehat egy operdtornak, amely az X< Q-hoz az Q-nak egy X rész-
halmazat rendeli hozz4, azaz X—~X a P(Q)-n egy miivelet. Ez a hozzirendelés
a kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik:

(i) XESX (extenziv),
(ii) ha XCY Ggy XS Y (monoton),
(ili)) X=X (idempotens).
Megforditva, tegyiik fel, hogy van egy X—~X operitorunk, amely az Q X rész-

halmazdhoz az X részhalmazt rendeli hozzd oly médon, hogy a fenti (i)—(iii)
tulajdonsagok teljesiiinek. Allitjuk, hogy ekkor ez az operitor meghatdroz egy
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F lezarési rendszert, amelyhez a fenti médon rendelt lez4rasi operator az adott ope-
rator. Alljon F mindazon X részhalmazokbdl, amelyeckre X=X, ezek az un.
zart halmazok. Belatjuk, hogy ez lezar4si rendszer. (i) miatt QS @, azaz Q=Q
és igy QcF. Legyenek X;€F, azaz X;=X;. Ekkor NX;re a kovetkezSt kapjuk.
Egyrészt az (ii) tulajdonsdg miatt NX;SNX,. Masrészt nyilvdin NX;S X,
igy (i) alapjoAn NX;SX;=X; (ez utdbbi az X;€F feltevés miatt). Ez teljesiil
minden Z-re, azaz NX; & N X;. A két tartalmazas Osszetevésébsl adodik NX;=NX;,
azaz NX,EF.

Legyen F egy lezarasi rendszer. Ennek elemei (tehdt a zart részhalmazok)
a halmazelméleti tartalmazisra nézve egy részben rendezett halmazt alkotnak. Ha
A, B€F, ugy ANB eleme F-nek, ami azt jelenti, hogy ezen részben rendezett halmaz-
ban barmely két elemnek 1étezik legnagyobb alsé korlatja, azaz inﬁmuma, (az A4
€s B infimuma A(NB). Allitjuk, hogy barmely két elemének, 4-nak és B-nek
Iétezik legkisebb felsG korlatja (in. supremuma) is. (Ez altaldban nem egyezik meg
AUB-vel. Alljon F a sik konvex részhalmazsbél, akkor 4UB nyilvidn nem sziik-

segkepp konvex.) Konnyii 14tni, hogy 4UB lezartja, azaz AUB nem méds, mint az
A €és B supremuma, amit az U-t8l valé megkiilonbéztetés érdekében AVB-Vel
jeloliink. Azt kaptuk, hogy F egy olyan részben rendezett halmaz, amely barmely
két elemének 1étezik infimuma és supremuma. Az ilyen részben rendezett halmazt
hdlonak nevezik. Konnyii kimutatni, hogy minden véges h4lé egy alkalmas Q hal-
mazon értelmezett lezardsi rendszer: legyen L egy hial6, minden a eleméhez
rendeljiik hozz4d L-nek azt az (a] részhalmazat, amely az a-nél kisebb vagy egyenld
elemekbdl all (in. fGidedl). Ezek egy lezarasi rendszert alkotnak.

Specidlis lezArasi rendszer, amely zart az egyesitésre nézve, az ilyet topologikus
lezarasi rendszernek nevezziik. Ezek a legkdnnyebben kezelhet8k és azzal jellemez-
hetSk, hogy eleget tesznek az un. disztributivitisnak, azaz

AV(BNC) = (4VB)N(AVC).

2. Reldciok iltal indukalt lezarasi operatorok

Induljunk ki ismét az @ halmazbdl, amelynek elemeit célszerii az 1,2, ..., n
szdmokkal jelolni. Ennek az az el6nye, hogy ily médon az Q elemeit rendezettnek
tekinthetjilk. Tegyiik fel, hogy minden i€ Q-hoz hozz4 rendelve egy 7; halmaz és
képezzitkk ezek uUn. Descartes-szorzatdt, HT;=TyXT,X...XT-et, ami azon
(a1, ..., a,) elem n-esek (vektorok) halmaza, amelyekre a;¢T;. Q-feletti relaciok
a IIT; részhalmazai. Egy REIIT; Q feletti relacié tehat bizonyos (ay, ..., a,)
vektorok halmaza. (Szokds e vektorokat mint fiiggvényeket felfogni, értelmezési
tartomdny Q, és /€Q helyen a fiiggvény értéke g;.) Egy adott R rel4cidhoz
tobbféleképpen rendelhetiink hozza Q-n lezarasi operatort. Ezek koziil kétségkiviil
az egyik legegyszeriibb az E. F. CopD 4ltal bevezetett n. funkciondlis fiiggés (lasd
[5], 5. old.), amelyet itt rogton a lezarasi operator fogalmaval adunk meg.

1. DEFINICIO. Ha A4S Q, gy A={x€Q; (Vf,gER)((VacA) (h(a)=g(a)))=
=(h(x) =g (1))}.

Széban: Ha f és g az R-nek mindazon elempdérjain végigfut, amelyek az
A-n megegyeznek, tigy az A a legnagyobb olyan halmaz, amelyen ezen f,g péarok
megegyeznek.
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Nyilvanvalé, hogy az A—~A megfeleltetés rendelkezik a (i)—(iii) tulajdonsa-
gokkal, azaz lezarasi operétor.

Elsd kézenfekvd kérdés, hogy rendelkezik-e ez az operator valamilyen specidlis
tulajdonsiggal? A vélasz nemleges. Legyen ugyanis F egy tetszGleges lezardsi
rendszer Q-n. Feltehetjiik, hogy minden T; kételemii, és elemeit jelolje O, ill. 1.
(Pontosabban 0;, ill. 1;-vel kellene jeldlniink, de az hogy ezek a vektorban hanyadik
helyen — ti. az i-edik helyen — allnak megadja, hogy mely T;-hez tartoznak.)
A IIT, szorzat tehat 0, ill. 1-et tartalmazo n-esek Osszessége. Ha A€F, ugy vegyiik
ennek ugynevezett karakterisztikus fiiggvényét, h(A)=(a,, a,, ..., a,)-t, ahol a;=1,
ha i€A4 és a;=0, ha i¢ A. Alljon az R relacié az Osszes A€ F-hez tartozd h(A)
karakterisztikus fiiggvényekb6l és az azonosan 1 vektorbdl, ((1,1, ..., 1)). Ezen
reldciohoz tartozo lezarasi operatornal a zart halmazok éppen az F halmazrendszer
elemei lesznek.

1. ALLiTAs. Barmely F véges haléhoz talalhaté olyan n természetes szadm és
RC 2" relacid, hogy az R altal indukalt lezarasi rendszer éppen F.

A fentiekben tehat egy médszert adtunk meg arra, hogyan lehet adott lezarasi
rendszerhez olyan R Q-feletti reldciot taldlni, amelyhez a Codd-féle fiiggdségi
reldcid épp az adott lezarasi rendszert rendeli hozz4. Természetesen a T; halmazok
tetszGlegesen valtoztathatok és ez alkalmazédsoknal néha célszerii is.

Néhdany tovabbi megjegyzést tesziink a fiigghségi reldcidval kapcesolat-
ban. Egy A-—A lezarisi operatort nyilvan jellemezhetiink aziltal is, hogy meg-
mondjuk mely (4, B) parokra lesz BC A. Ezen (4, B) halmazparokat azutdn
jellemezhetjiik axiomatikusan. Egy ilyen jellemzést ad meg W. W. ARMSTRONG,
amelyet @-axiomarendszernek nevezziik:

2. DeFmNici6: Az F’ halmazrendszer akkor elégiti ki a @-axiomarendszert, ha
a kovetkezOk teljesiilnek:

(F1) (4, A)EF,

(F2) ha (4,B)EF’, (B,C)cF’, tigy (4,C)eF,

(F3) ha (4, B)cF’, C2A4, DB, akkor (C, D)EF’,
(F4) ha (4,B)cF’ és (C, D)EF’, tgy (4UC, BUD)CF'.

2. ALLiTAs. Legyen A—~A egy egyvaltozos fiiggvény P(Q)n és legyen F’
mindazon (A4, B) parok Osszessége, amelyre BS A. Ekkor 4— A pontosan akkor
lezarasi operator, ha F’ eleget tesz az (F1)—(F4) axidméaknak.

Az allitas igen egyszeriien igazolhatd:

Legyen ugyanis 4—A egy tetsz8leges lezarasi operator Q-n, és jelolie F’
mindazon (4, B) péarok Osszességét, amelyekre BS A. Ekkor (i) miatt (4, A)€ F,
tehat teljesiil (F1). Ha (4, B), (B, C)¢F’, azaz BE A és CC B, (ii) és (iii) felhasz-
nalasaval kapjuk, hogy CSBC A=A, azaz (4,C)cF’, miként azt (F2) 4llitja.
Legyen (4, B)¢F’ és C2A4, DCB. Ekkor (ii) miatt C24-bol C24 adédik,
tehat DS B figyelembevételével egyben DS A és ASC, igy DEC, azaz
(C, D)EF’; teljesiil (F3) is. Végiil (F4)-et igazolandé6 legyen (4, B)EF’, (C, D)EF’,
azaz BCA és DS C. Ekkor BCAC AUC az (ii) miatt. Hasonléan DS AUC,
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azaz BUDZ AUC, ami ekvivalens az (AUC, BUD)cF’ Allitassal. Megforditva,
tegyiik fel, hogy valamely —: P(Q)—~ P(Q) operatorra az F'={(4, B)|BS 4}
@-rendszer. Mivel (F1) szerint (A4, A)€ F’, definicid szerint A4S A, azaz (i) teljesiil.

Ha ACB, (4, A)CF’, igy (F3) miatt (B, A)€F’, amit B definicidjaval egybe-
vetve kapjuk, hogy AC B, tehat teljesiil (ii). Végiil (iii) az (F2) atfogalmazasa.
Ezzel igazoltuk Armstrong tételét.

Relacidk egyenl6séghalmazat gyakran hasznaljuk algebrai vizsgalatokban (pl.
Boole-hatvdny) és ugyancsak el6fordul DeMETROVICS JANOS értekezésében is. Ennek
értelmezése a kovetkezd: ha h, g€ R, Ugy

E(h, g) = {i€Q; h(i) = g(D)}.

Nyilvanvald, hogy az egyenl@séghalmazok zart halmazok az R 4ltal indukalt
lezérasi operatorndl, azaz a funkciondlis fiiggéségnél. A megforditis azonban nem
igaz, nem minden zart halmaz egyeniSséghalmaz, amit a kovetkezd példa mutat:
Q=3 é R elemei h=(1,1,1), h=(1,1,0), hy=(1,0,0), hy=(0,0,0), ekkor
E(hy, hy)={1,2}, E(hs, hy)=1{2,3}, igy E(hy, hy))NE(hy, hy)={2} zért, de ez nem
egyenldséghalmaz. Természetesen az R bdvithetS tigy, hogy minden zart halmaz
egyenlGséghalmaz legyen, ha valamely 4 zart halmazhoz definidlunk két h, g
vektort, amelyek pontosan az 4-n egyeznek meg.

Térjiink vissza funkcionalis fiiggés definiciéjara (1. definicié), akkor lathatjuk,
hogy

AS Q pontosan akkor zéart, ha Vx¢ 4-hoz létezik olyan h,, g.€ R, amelyekre
h(x)=g,(x), de ha)=g.(a) VacA-ra.

EbbSl nyilvanvalé, hogy x4 E(h.,gx) € ASE(h,,g.), tehat E(h,,g,)
,,szeparalja” A-t és x-et. Ezzel bizonyitottuk a kOvetkezd allitdst:

3. ALLiTAs. Minden A zirt halmaz elBallithaté A= [ E(h,,g,) alakban, azaz
x¢ 4

az egyenldséghalmazok a metszet miivelettel generaljdk az sszes zdrt halmazt.
Tekintettel arra, hogy az E(h,, g,) halmazok maguk is zartak, kapjuk a kovet-
kez6t:

4. ALLitAs. Ha A metszet — irreducibilis zart halmaz (azaz nem 4llithaté eld
két t8le kiilonbdzd zart halmaz metszeteként), Ggy 4 egyeniGség-halmaz, azaz 1é-
teznek olyan f, g€ R vektorok, amelyekre A=E(f, g).

Legyen F az Q-4n értelmezett lezardsi rendszer. Mint lattuk, az egy halo.

5. ALLiTAs. Tetsz&leges E halmazrendszerre, melyre O€ECS P(Q) létezik
olyan R Q-feletti rel4ci6, hogy az egyenlSséghalmazok pontosan az E elemei.

Bizonyitds. Egyszeriiség kedvéért feltebetjilkk, hogy minden T; 2k-elemii, T;,=
={1,2,...,2k}, ahol k az E elemeinek a szdma. Indexeljik meg az E elemeit:
Ay, ..., 4. Legyen g;€IIT; az azonosan j fiiggvény. Legyen g4, =(ay, ..., @, ....4,)
a kovetkezd: a;=j, ha i¢A; é a=j+k, ha i¢A4;. Igy E(g;, g4,)=4; ¢s
E(g4,-84)=9, ha i#].

[5] alapjén egy o halmazrendszert A-rendszernek nevezziik, ha barmely 4, B, C,
Deot, A#B, C#D esetén ANB=CND. Ennck megfeleléen egy hdromelemii
halmazrendszer {4, B, C} 4-rendszer, ha ANB=ANC=BNC. llyen példaul az
{E(h, g), E(h, f), E(g,f)} rendszer ([5], 2.2. tétel). Legyen E egy lezérdsi rendszer,
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amely legnagyobb elemét jelolje 7. Beldtjuk, hogy ekkor E elemét ellathatjuk kett8s
indexekkel E;; 1=i<j=k ugy, hogy minden l1=i<j<lI=k indexekre
{E;;, Ey, E;;} A-rendszer. Szamozzuk meg az E elemeit Ggy, hogy I mellé 1-et
jrunk és a tobbi elem 2,3, ...,n. Az iAj clemet jeldlje E;; (i)).

fgy minden az J-t6l kiilsnbdz8 elemhez hozzarendelhetiink legalabb egy E;
jelet,abol 1=i<j=n. Legyen i<j<l, ekkor E; ;AE; ;=(IAHAGAD=IA(jAD=
=E;,, azaz A-rendszer.

Megjegyzés. Az F lezérasi rendszer elemei, tehat az 4 alakti halmazok pon-
tosan azok, amelyekre — [5] terminoldgidjit haszndiva — (4, A) maximélis fiiggése
az F rendszernek. A maximdlis jobb oldalak I(F) halmaza pontosan az F.
Az A halmaz az F kulcsa azt jelenti, hogy A=0.

Kiilénosen szemléletes az egyenl@séghalmaz, ha a 7; halmazok valamennyien
kételemiiek. Ekkor tehat a 0, 1-esekbdl 4116 elem n-eseket tekintjitk, amelyek szdma
2%, és egy Boole-algebrdt alkotnak. Az Q 7 elemét azonosithatjuk azzal az elem
n-essel, amelyben csak az /-edik helyen all 1. Legyen g, h€2", ekkor

E(g, h) = (gAWN (g’ AR,
ahol A,V a Boole-algebra miiveletei (pl. n=3, g=(1,1,0), h=(0, 1, 1)). igy
g'=(0,0,1), =(1,0,0) és E(g, h)=(0,1,0)V(0,0,0)=(0, 1, 0). Specidlisan, ha
g=h, ugy E(g,8)=(g/\g)V(g'\g")=gVg'=Q. p
CzEDLI GABOR [3] dolgozatdban vezette be a d-fiiggést: 4 ﬁB akkor és csakis
akkor, ha minden f, A€ R-re

(FacA)(g(a) = h(a)) = (3bEB) (g (b) = h(b)).

Tekinthetjitk ismét azon (A4, B) pdrokat, amelyekre B % A. Mint azt Czéprr kimu-

tatta, e parok ugyanazokkal az axiomakkal jellemezhet8k, mint a funkcionalis fiiggés
eset, kiegészitve azzal, hogy (9, 4) esetén A=0, azaz, hogy 0=0. Igy ez a fiig-
gés is targyalhaté a lezarasi operator segitségével.

3. Altalinos funkciondlis fiiggés

Az elS6bbiekben halmazok 73X ...XT, Descartes-szorzatdt képeztiik és a funk-
cionalis fiiggés megallapitdsanal azt vizsgéltuk, hogy f, g¢7T,X...X T, vektorok,
mely 7 komponenseken egyeznek meg. Itt tehat a Ti-n az egyeni@ség reldcibit tekin-
tettiik és ezek hatdroztdk meg az RC T;X...X T, reldcidval egyiitt az A~ A4 leza-
rasi operatort. Nos, az &ltalanositiss kézenfekvs: tekintsiink a T;-halmazokon
tetszGleges g; binér relacidkat. Pl. g; lehet a rendezés, ekvivalencia stb. Igy kapjuk
a kovetkezbt:

3. DerINiCIO. Legyen minden 1=i=n-re p; valamely a 7; halmazon értel-
mezett binér relacié. Legyen tovabbd REIT; egy relicié Q felett. Ha A4C
C{1,2, ..., n}, figy legyen

A={i; i =n, (f g€R((Vj€4; h(j)e;z(j)) = h(Daig(D)}-
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Amennyiben a ¢k ekvivalenciareldciok, igy képezhetjiikk a 7;/g; faktorhalmazo-
kat, illetve értelmezhetiink ITT;-n egy ekvivalenciarelaciot:

(ai, 425 .-» Ay .. @) 0(by, by, ..., by, .. b))

akkor és csakis akkor, ha g;¢;#; minden i-re.

Ekkor IIT;/o; megegyezik a IIT;/o faktorhalmazzal, pontosabban létezik
egy természetes bijekcio. Mivel R a IIT; részhalmaza, tehat képezhetS R/g is.
Nyilvanvald, hogy az R altal indukalt lezarasi rendszer megegyezik az R/o A4ltal
indukalttal.

Gyakorlati alkalmazasok szempontjabol érdekesnek tiinik, ha a g; relaciok
rendezési relaciok vagyis, ha a T; halmazok részben rendezett halmazok.

Mas lehet8ség, ha az egyes T;-k algebrai struktiirdk, vagy parcidlis struktarak,
ekkor olyan g; relacidkat tekinthetiink, amelyek a miiveletekkel kompatibilisek,
tehatha f(x,, x5, ..., X;) egy miivelet T;-nés x,0;¥;, X20: Vs, ---; akkor egyszersmind

f(xla sees -xk)Qif(yls ---ayk)'
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REMARKS ON DEPENDENCE RELATIONS IN RELATIONAL
DATABASE MODELS

E. T. ScHMIDT

Nowadays many authors in Hungary (A. Békgéssy and J. DemeTrOVICS [1], G. CzEDLI [2, 3],
J. DEMETROVICS [4, 5]) deal with the functional dependence introduced by E. F. Copp. The paper
by J. DEMETROVICS in addition to many new remarkable results gives the summary of the theme.
1 was stimulated by this paper to show some possibilities of the generalizations. I hope my re-
marks shall have some importance in point of view of the applications, too.
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