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STARRE QUOTIENTEN IN MODULAREN VERBANDEN

. EINLEITUNG

In [ 4] haben A, Mitschke und R. Wille von speziellen
partiellen Verbidnden erzeugten modularenm Verbinde unter-
sucht. Zu diesem Zweck wurde der Begriffrdes starren Quoti-
entes in bezug auf die Varietdt M aller modularen Verbinde
eigefiihrt. Starre Quotienten von Verbinden lassen sich &n-
1ich in bezug auf einer beliebigen Varietdt K von modula-
ren Verbinde definieren. (K-starr). In [4] wurde gezeigt,
daB ein Primquotient eines modularen Verbandes der in keinen
zu M, isomorphen Unterverband und keinen M3-Kreis projek~-
tiv ist, ist starr. In dieser Note wollen wir zeigen daB
diese Eigenschaft die starren Quotienten der 2-distributiven

Verbinde charakterisiert. Unser Hauptsatz lautet wie folgt:

SATZ. Filir ein Primquotient g eines endlichen 2-distri-
butiven Verbandes M sind die folgende Aussagen Hquivalent:
(1Y g 1ist M-starr,
(2 g ist 02~starr, wo 02 die Varietdt der 2-dis-
tributiven Verbinde bezeichnet,
{(3) g 1ist keinen zu M4 isomorphen Unterverband und
keinen MB-Kreis M-projektiv.
In dem nichsten Paragraph werden wir die wichtigste
Begriffe zusammenfassen. Die Definitionen die hier nicht er-

wihnt werden lassen sich im [ 4] finden.

2. BEGRIFFE

Sind a/b und c¢/d zwei Quotienten in einem Verband
Vv so bedeutet a/b A c/d bzw. a/b ™Sc/d, daB aAd=b und
aVd=c bzw. bVc=a wund bAc=d gilt. Ist dEMCV bzw. cEMCTV
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so wird die Abbildung tg bzw. M, von a/b in c¢/d mit

de=de bzw. uc=xAc eine M-Transposition gennant. Eine
Verkettung von M-Transpositionen, bei der jeweils der Bild-
quotient einer M-Transposition der Urbildquotient der darauf
folgenden M-Transposition ist, heisst eine M-Projektivitit
(siehe [4)). Ist K eine Varietit von modularen Verbidnden,
so heisst ein Quotient a/b eines Verbandes MEK K-starr;
wenn in Jjedem modularen Verband aus K der, ¥ als Unter-—
verband enth#dlt, der Quotient a/b keine nichtidentische
M-Projektivitdt als Automorphismus besitzt.

Ein modularer Verband heisst 2-distributiv, wenn er

der Identitit

3 n n
xA Y y; = Visa ¥ y,1
i=0 Jj=0 i=0
i#7

genligt (A. Huhn [1]). Die 2-distributive Verbinde bilden
die Varietit 92.

Sei L ein Verband und sei P eine teilweise geordnete
Menge. L” bezeihnet den Verband aller ordnungstreuen Abbil-
dungen von P in L, d.h. f £ g gilt dann und nur dann
wenn f(x) £ g(x) fir jedes x€p. t? heisst funktionen
Verband. Ist a€L so bezeichnet a die zugehBrige konstante
Abbildung, d.h. a(x)=a fiir jedes x€p. Ist a/b ein Prim-
quotient von L so ist a/b isomorph zu 2¥. Wir haben also
fiir jedem Primquotient a/b einen natiiriichen Isomorphismus

e .+ 2P = 3/b. Ist 1w : a/b - c¢/d eine M-Projektivitidc

ab

(a,b,c,dEM), so gilt ¢ te _,. Die konstante Abbildungen bil-

den einen zu I isomorggen Sgterverband von Lp, wir werden
L mit diesem Unterverband identifizieren.

Betrachten wir die Kette N der nicht negativen ganzen
Zahlen. Die entsprechende Ordinmalzahl ist w. Statt LN wird
¥ geschrieben. Ahnlicherweise ™ ist die Ordinalzahl die
der Kette der nichtpositiven ganzen Zahlen entspricht. Mit
der bekannten Ordinalsumme bekommen wir o%+w, 1+eo¥+u+! wo

die erste der Kette der ganzen Zahlen und die zweite der
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beschridnkten Kette der ganzen Zahlen entspricht. Es ist leicht

Y
Trw o~ . .
zu sehen, daB 29T T y4u®+p+1, d.h. in dem funktionen Ver-
w®+ . . — . .
band L Y die Quotienten a/b (a/b Primquotient von L)

oty *
sind gu l+w®+w+! isomorph.

3. HILFSSATZE

Erst konstrieren wir fiir jedem Automorphismus o von
1+9*+w+! einen modularen Verband My(a). Ist a speziell

der'identische Automorphismus so ist M4(a) der Verband
Iy w¥tw
4 .

Betrachten wir erst zwei disjunktexemplaren von M3

undzwar D1=(v1 < ri’sl'tl < ul) und D2=(v2 <r ,52;2 < uz)

Bilden wir die funktionén Verbidnde:

2

(Es ist leicht zu sehen, daB izFM( qM3), siehe [ 3],

T+w +w+]
{41, [51). Die Quotienten tl/vl, s}/vz, t2/v2 und 52/v2

sind alle isomorph zu I1+w®+w+1. (Siehe Abb.1.)

Abb. 1.
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Nehmen wir einen beliebigen Automorphismus o von
I+w®+p+1. Wir wollen L, und L, verkleben, d.h. gewisse
Elemente identifizieren. Die Quotienten tz/vl und t2/v2

sind isomorph, wir haben den natiirlichen Isomorphismus

x = x' wvon tl/vz auf t2/v2. (Dieser natiirliche Isomorphis-
mus ist ¢ e {x)). Dasselbe gilt fiir die Quotienten
t2v2 tzvz B

§,/Vys 8,/v,, wo y = y' wieder den natiirlichen Isomorphis~-
mus bedeutet, Identifizieren wir das Element xVy (x < t,
y < sz) von LI mit dem Element x'Vay' fiir jedes Paar

x,y. Dann wird u, mit u,, t1 mit tz,sl mit 5, und

v, mit v, identifiziert, Eine einfache Rechnung zeigt

daB L=L UL ein Verband ist falls die Ordnung im L

2
folgendermasse erklirt wird; x £ y dann und nur dann wenn

einer der folgenden Bedingungen erfiilt ist: (i} x £y im

L1 oder im L2; (ii) x € z im LI und z £ y im L2 im
Lé, wo zELzﬁLz). Wir werden diesen Verband mit M4{a} be-
zeichnen. Die Elemente (vi < z,, t1§1x2 < ul) bilden einen
zu M, isomorphen Unterverband, 34.

Es seien a,b,c drei verschiedene Elemente aus der

Menge {rl,s st ,rz}. Die entsprechende Hauptideale (a}l,

1 1
(bl und (c] erzeugen eigen Unterverband {(¢al)l, (b}, (<]}
der offensichtlich zu M3w o isomorph ist. Dieser, als

eine subdirekte Potenz von MB ist modular. Jeder 3-erzeug-
ter Unterverband von M4{a) muss in einer der Unterverbidnden
{tal, (bl, (c]} liegen, d.h. M, (a) ist selbst modular.

{(Die Modularitdt folgt auch aus einem allgemeinen Hilfssatz
von [ 6].) Da er keinen achtelementigen Booleschen Verband

enthdlt muss auch 2~-distributiv sein. Ist o speziell der

identische Automorphismus so gilt M4(u)=M4w“+w

Die Konstruktion li#sst sich fiir ¥ (n&Z 4) verallge-
meigern. In diesem Fall verkeben wir 1=Mz:;w und L,=
=M§"+w, und erhalten wir den Verband Mn{a). Da bei den

weiteren Uberlegungen die Konstrukzionen fiir jedes n 2 4

gleich sind werden wir stets den Fall n=4 vor Auge halten.
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. . 4
Fiir n=3, sei M3(a) der Verband MBw w.

HILFSSATZ 1. Die Primquotienten von M4 sind nicht

92—starr.

BEWEIS. Wir haben den Unterverband §4(;H4) von M4(a)
Es sei o ein nicht identischer Automorphismus von I+uw®+
+w+}] und betrachten wir im H4(a) die §4—Projektivi5§ten
w(x)=(er1)Asi und ¢(y)=(er2)At2. Dann ist (¢o{x)=a " x
(x€t1/v1). Nach der Voraussetzung gibt es ein thI/vz im
M (a) so dasg x#a—jx, d.h. ¢¢ 1ist eine nichtidentische
M4—Projektivit§t. Der Quotient tJ/V1 ist deswegen nicht
starr.

Im M4{u) gilt s,=s, und t1=t2, wir bezeichnen diese
Elemente einfach mit s und ¢. Die teilweise geordnete
Menge der Elementen von u/rJUu/rQUu/sUu/tUrl/VUrz/st/VUt/V
nennen wir den Rand von Mé(a) und wird mit R[M4(a)] be~-
zeichnet. Sind o wund B beliebige Automorphismen so gilt
R[ M, (a)] = R[ M, (B)]. Die Elemente die nicht zu dem
rand gehdren heissen innere Elemente. Sie bilden einen Unter-
verband J(M4(a)).

Es sei a 2 b in einem Verband L. Gibt es ein Element
asbh so daB aAx=b dann und nur dann wenn x £ a%b, SO
heisst anxb den Pseudokomplement vom a in bezug auf b.
Dualisiert man diesen Begriff erhdlt mann den dualen Pseudo-

komplement boa.

HILFSSATZ 2. Sei a/b ein zu M; (n 2 3) isomorpher
Quotient des endlichen 2-distributiven Verbandes L. Es

existiert das Pseudokomplement a%b.

BEWEIS. Nehmen wir an, daB fiir die Elemente x,y die
folgende gelten: aAx=aAy=b, xAy -< x, xAy -< y, aA{xVy)} > b.
Wegen der Modularitidt p=aA(xVy) ist ein oberer Nachbar von

b. Der Quotient a/b enthilt dann zwei Elemente r,s die
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von den Elementen a,b,p verschieden sind, d.h.

1=(b < r, s,p < a) ist ein Diamant. Sei r’=rV(xAyJl,
s'=sV{(xAy}, p’'=pV(xAy). Aus aV(xAy)=b mit Hilfe der Modu-~-
laritit folgt, daB a/b und aV(xAy}/xAy transponierte
Quotienten sind, d.h. D;=(xAy <r', s', p' < aV(xAy)})

ist ebenfalls ein Diamant. Einen weiteren Diamant bildet
D2=(xAg < x,y,p' < xVy). Die Elemente r’',p',x erzeugen
einen achtelementigen booleschen Verband B. Zwei benchbarte
"Seiten", D} und D2 sind Diamante, was der 2-Distributi-
vitdt wiederspricht. Es muss also aA(xVy)=b gelten. Eine
Induktion beziiglich der Linge der Quotiemten x/b, y/b
ergibt daB aus aAx=bAx=b auch aA(xVy)=b folgt, d.h.

a*h existiert.

4. BEWEIS DES SATZES

I. Zu M4 projektive Quotiente

Im folgenden sei der Quotient u/v=M des 2-distribu-
tiven Verbandes L isomorph zu M4. Wir wollen zeigen daB
die Primquotienten von M nicht Dz—starr sind. Dann werden
alle Primquotienten die in M M-projektiv sind auch nicht
starr sein. Die Idee des Beweiss ist da§ Folgende: erst

. . . - “4 .
bilden wir den funktionen Verband I=® %, Dann ist

0¥ 4w . . . .
R ein Unterverband von L. Wir tauschen diesen Unter-

M=M
verband gegen M4(a) aus, genauer wir lassen die innere
Elemente von M weg und ersétzen durch die innere Elemente
von M4(a). Es sein i/o wund i’/o' transponierte Quotien-
te und so gilt i‘/o’;84. Da die transponierte Quotiente ei-
nes modularen Verbandes isomorph sind, wenn wir M=i/o
gegen M4(a) austaschen muss dasselbe auch bei i'/0' dur-
gefiiht werden,

Nach Hilfssatz 2 existiert oo0i, und wir kdnnen o. B.d.A.
vorassetzen daB ooi=i, gilt.Bezeichne N den Quotient
ixo/c. Es gilt danm iV(i*o)/o:MxN. Wenn wir zu L iiberge-

oo
. R A PR — w4
gen erhalten wir iV(i%to)/o=MxXN, wo Nen" w.
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Mit den inneren Elementen von M bilden wir das direk-
te Produkt J(M)XN, der ein Unterverband (sogar ein Quotient)
von L ist. Wir lassen die Elemente dieses Unterverbandes

weg, d.h, wir betrachten die teilweise geordnete Menge
L'=I\ {J(M)xXN} .

Da fiir jedes «o M4(a) demselben Rand hat gibt es ein Iso-
morphismus ¢:R(M4(a)x§ +~ R(M)xN, so daB seine Beschrinkung
auf N die identische Abbildung ist. Jeden Element vom
Mé(a) ist die Vereinigung von zwei Rand elemente, d.h. ¢
ldsst sich auf dem ganzen M, (a)xN eindentig erweitern.

Es sei La=L'U{¢(x); x€M4(a)xF}. Im I, ist die Ordnung
wie folgt erkldrt: x £ y im La gilt dann und nur dann wenn
einer der folgenden Fidlle erfiillt ist: (1) x,y€EL’' und x S y
im L'; (ii) x=¢(x'), y=o(y') und x' £ y’' im M4(a)xﬁ;
(iii) x€L', y=¢(y') x,y¢R(ﬁ)xﬁ, ¥ S z=¢(z'}) im L' und
z' £ y' im M4(a)x§; (iv) x=o¢(x'), y€L', x,y§R(M)XN, x’' < z'
im M4(a)xN, z £y im L' fir ein z°'.

Sei M={o < a,b,c,d < i}. I~t im L xVyEM, x,y % o,
so fiir zwei Elemente =z B,a und b aus der Menge f{a,b,c,d}
gilt x € a, y £ b. Wenn wir nun M gegen M, () austaschen,
und (z.B. ¢(r1)=a, w(r2)=b, so wegen dem Isomorphismus
(rI]x{rzlza/oxd/o, muss auch im La die Vereinigung xVy
existieren, d.h. La ist ein Verband. Ahnlich zu dem Beweis
der Modularit#dt von M4(a) sieht man da8 La ein modularer
Verband ist. M4(a) ist ein Unterverband von La’ so nach

Hilfssatz 1, sind die Primquotienten von M nicht Uz-starr.

II. M3-KREIS

Es sei K ,K, ,...,K ein M _-Kreis in dem 2-distri-
o" 1 n-1 3
butiven Verband L. Wir k3nnen voraussatzen, daf die Diamente

Ki Primdiamente sind (d.h. die Nachbarelemente von Ki sind
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auch im I Nachbarn) und daB keine zu kK transponierte
Diamente vorkommen. Wir wollen zeigen, daB die Primquotien-—

ten von K_ nicht Dz—starr sind. Sei u, das grdsste und

vy das kleinste Element von Ki. Der Quotient ui/vi ist
isomorph zu Mn fiir ein n 2 3. Da der Fall n 2 4 schon
erlddigt ist, kbnnen wir voraussetzen, daB ui/vi:M3. Wir
wollen eine dhnliche Konstruktion wie in dem erten Fall
durch fiihren.

Sei M=KO=(VO < a,b,c < uo). Wieder ohne Beschridnkung

der Allgemeinkeit k®nnen wir voraussetzen, daB v,ou =u .

Sei N=uo*V0/vo. Wie in Fall I bekommen wir die teilweise

geordnete Menge
L' = I\ {J(M)xN).

Nehmen wir*einen Exemplar von 3=(v < r,s,t < u), und
bilden wir* M3m T®  Wir wollen im I den Unterverband ¥

gegen M3m fu austaschen, so da8 wir nicht den natilirlichen
Isomorphismus anwenden. (¥ wund M§“+w sind isomorph, d4.h.

mit dem natiirlichen Isomorphismus bekommen wir wieder 1L).

Es sei ¢ : R(M? o

Beschrinkung auf r/v, s/v die natiirliche Abbildung sei

} -~ R(M) so definiert, daB seine

(d.h. €av =@ers), und die Beschridnkung auf ¢t/v sei von
dem nat. ISomorphismus verschieden (t/v=l+w®+w+l, also
wdhlt man einem nichtidentischen Automorphismus a, so sei
¢!t/v=a€, wo € den nat. Isomorphismus bezeichnet.) (Siehe

Abb.2.)
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ES

’ Diese Abbildung lidsst such zu Mm"+wxﬁ erweitern, so
daB die Beschrinkung auf N wieder die identische Abbildung
ist. Ahn%ich wie in dem ersten Fall, sieht mann da8 La=
=L*U@{M§‘+w) ein modularer Verband ist, der I als Unter-
verband enthidlt. Nach der Konstruktien gibt der gegebene
M3-Kreis eine nichtidentische L-Projektivitidten Damit ist
(2) = (3) bewiesen. (1) = (2) ist trivial. Schliesslich

(3) = (1) ist Hilfssatz 1 im [4].

LITERATURVERZEICHNIS

{11 A. Huhn, Schwach distributive Verbidnde I, Acta Sci.
Math., 33(1972), 297-305.

[2] A. Huhn, Two notes on n-distributive lattices, Colloquia
Math. Societatis Jdnos Bolyai, 14. Lattice Theory,
1974, 137-147.

[3] A. Mitschke, R. Wille, Freie modulare Verbinde. Proc.
Lattice Theory Conf. Houston 1973, 383-396.

[4] A. Mitschke, R. Wille, Uber freie modulare Verbinde
Preprint Nr. 393, Darmstadt, 1977.

{5] E.T. Schmidt, Lattices generated by partial lattices,
Colloquia Math. Societatis Jinos Bolyai, 14. Lattice
Theory 1974, 343-353.

{6] E.T. Schmidt, On splitting modular lattices, Colloquia

Math. Societatis Jinos Bolyai, Universal Algebra

Mathematisches Institut der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften
1053 Budapest, Redltanoda u.13-15.

Ungarn.



