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Uber die Kongruenzrelationen der modularen Verbinde

E. T. ScaMipT

Jeder endliche modulare Verband ist dem subdirekten Produkt einfacher Ver-
bande isomorph, d. h., der Kongruenzverband ist ein Boolescher Verband. Uber
die Kongruenzen der unendlichen modularen Verbidnde ist dagegen sehr wenig
bekannt; wir wissen allerdings, daf} jeder endliche distributive Verband dem Kon-
gruenzverband eines modularen Verbandes isomorph ist. Dieser Satz wurde in [2]
bewiesen. Ich vermute, dafl jeder distributive algebraische Verband dem Kon-
gruenzverband eines modularen Verbandes isomorph ist. In dieser Arbeit verall-
gemeinern wir den in [2] bewiesenen Satz; wir geben ein Verfahren, gewisse alge-
braische Verbéinde als Kongruenzverbinde von modularen Verbinden darstellen
zu kénnen. Das Hauptergebnis wird nach einigen Vorbereitungen am Ende des
nichsten Paragraphen formuliert. Als eine Folgerung zeigen wir, dafl jeder distri-
butive Verband einem Teilverband eines einfachen modularer. Verbandes iso-
morph ist.

§ 1. Projektivitit und Kongruenzrelationen

Zwei Intervalle eines Verbandes heiflen éransponieri, wenn sie sich in der Form
[a A b, a], [b, @ v b] schreiben lassen. Hat man Intervalle [a;, b)) (1 X1 n)
derart, daB [a;, b;] und [g;44, biq] fir ¢ = 1,2, ..., n — 1 transponiert sind, so
nennt man [a,, b,] und [ag, b,] projektiv; in Zeichen [ay, b} = [as, by). Wenn
[@;4 1, bir1] und ein Teilintervall von [a;, b;] transponiert sind (5 == 1, 2, ..., n — 1),
30 heillt [an. bu) schwach projektiv zum [a,, b,]. Zwischen Projektivitit und schwacher
Projektivitdt ist bei modularen Verbdnden ein enger Zusammenhang, es gilt ndm-
lich (R. WiLLE [3]):
Ist [¢, d] schwach projektiv zu [a, b] in einem modularen Verband, so existiert ein
Teilintervall [a’, '] von [a, b], so daB [&/, b'] = [e, d].
Sind a, b beliebige Elemente des Verbandes L, so bezeichne &(a, b) die kleinste
Kongruenz @ ¢ £(L) mit der Figenschaft a = b(®). Es ist bekannt, daf in einem
Verband gilt u = »(6(a, b)) (@ < b) dann und nur dann, wenn eine endliche Folge
von Elementen
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derart existiert, daf [z;.1, z;} {ir jedes ¢ (i = 1, 2, ..., ») schwach projektiv zu
[a, b] ist. Wenn wir dann das erwihnte Ergebnis von WiLLe beriicksichtigen,
erhalten wir:

In einem modularen Verband L gilt = v(@(a, b)) (¢ < b) dann und nur dann,
wenn Elementea < a; < b, b =0,...,n—DNundunv=1rzL2 = =< 2
= y v v derart existieren, daf} fir jedes<

[ais b = 26 2041] -

Das bedeutet, daf es bei der Beschreibung der Kongruenzen eines modularen Ver-
bandes geniigt, die projektive Intervalle anzugeben.
Sind [a A b, a] und [b, @ v b] transponiert in einem modularen Verband, so ist die
Abbildung f:x > 2z v b (x€[aAb, a]) eine Isomorphie zwischen diesen Inter-
vallen, und g, = « A a ist die inverse Abbildung. f, = z v b und ¢, sind spezielle
unére algebraische Funktionen. Wenn also [a, 5] und [e¢, d] zwei projektive Inter-
valle sind, so sind sie isomorph, und es gibt eine unire algebraische Funktion p{x),
s0 daBl die Beschrinkung von p(x) auf [a, b], Pl s eine Isomorphie zwischen
[a, b] und [p{a), p(b)] angibt.
Es sei nun f: [a, b] — [c, d] ein beliebiger Isomorphismus, so kinnen wir f als eine
partielle undre Operation mit dem Definitionsbereich [a, b] und Wertevorrat
[c, d] auffassen. Eine partielle Operation dieser Art wollen wir kurz eine *-Opera-~
tion nennen. Die inverse Abbildung /~1: [¢, d] — [a, b] ist ebenfalls eine *-Opera-
tion.
Definition 1[2]. Es sei f:[a, b] — [¢, d] eine beliebige *-Oeration des Ver-
bandes L. Existiert eine unéire algebraische Funktion p{z), so dal fiir jedes
x € [a, b)

plx) = f(x)
gilt, so heillt p eine Realisierung von f.
Es sei K, ein Teilverband des Verbandes X, d. h., K sei eine Erweiterung von K,.
Im Mittelpunkt unserer Untersuchungen steht die folgende Frage: Was ist der
Zusammenhang zwischen ¢(K,) und ¢(K)? K determiniert ein System von pro-
jektiven Intervallen [a,, b,), [e,, d,] (x € 2) von K, mit den zugehdrigen uniren
algebraischen Funktionen p, (die also die Isomorphien p,:[a,, b,] — [¢., d,] an-
gegeben). Betrachten wir die entsprechende *-Operationen P, = Pulias,barr Mib
diesen *-Operationen gewinnen wir aus K, eine partielle Algebra:

K§ = (Ko v, A Dol € 2

Es ist einfach zu zeigen, daB eine Kongruenz @ von K, dann und nur dann zu K
erweiterbar ist, wenn @ eine Kongruenz von K7 ist.
Die nachste Definition wurde ebenfalls in [2] eingefithrt.

Definition 2. Es seien f,:[a, b,] = [¢, d,] *-Operationen auf dem Verband
K, (@4, bys Cos dy € Ky). Existiert eine Erweiterung K von K, so dafl

(1) jedes f, hat eine Realisierung in K

(2) fiir jedes @ ¢ £(K§) gibt es genau eine Kongruenz 6 von K, so dab fira, b € K,
gilt @ = b(®@) dann und nur dann, wenn a = b(6),

so nennen wir K eine Realisierung von K*. Ist K modular, so heiit K eine modulare
Realisterung.
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Ist K eine Realisierung von K%, so. sind ihre Kongruenzverbinde offensichtlich
isomorph.

Nun kénnen wir unser Hauptergebnis formulieren:

Satz 1. Sind f, (x € £2) beliebige *-Operationen des beschrinkten distributiven Ver-
bandes K, so existiert eine modulare Realisterung K von K¥§ = (Ky; v, A, fo-

Als eine Anwendung dieses Satzes zeigen wir den

Satz 2. Jeder distributive Verband ist dem Teilverband eines einfacken modularen
Verbandes tsomorph.

§ 2. Vorbereitungen

Es sei L ein Teilverband des Booleschen Verbandes B, Wir sagen, L R-erzeugt B
(siehe [1]), wenn L erzeugt B als Ring, und wenn L ein 0- (oder 1-)Element
enthilt, so ist dieses 0- (bzw. 1-)Element das 0- (bzw. 1-)Element von B. Ist B
R-erzeugt durch L, so bezeichnen wir B mit B{L).

J. Hasuimoro hat bewiesen, dafl jede Kongruenzrelation von L genau eine Kr-
weiterung zu B(L) hat, d. h., thre Kongruenzverbinde sind isomorph. Fir ein
Intervall [a, b} von L schreiben wir statt B([a, b]) auch [a, bl Ist L, ein Teil-
verband von L, so gilt B{Il ) n L = L. Aus {a, b]== [¢, d] ergibt sich damit
[a, blp == [, d]5.

Es sei f: [a, b] — [¢, d] eine *-Operation von L. f1iBt sich dann zu einer *-Opera-
tionfp: {a, bls — [c, d]p eindeutig erweitern. Bezeichne b’ das relative Komplement
vom b im [a, 1]5, und ¢’ sei das relative Komplement von ¢ im Intervall [0, d]z.
Aus [a, bl 2= [, d] folgt [b’, 1]=¢ [0, ¢’}. Wir kénnen also dann zu f; die folgende
*_Operation f» zuordnen:

fz=fsle Ab) Ac:[b, 1]~ [0,c].
Mit dieser *-Operation gilt dann
ECL; D) =2 BCBLY; fad) 22 EKBWL); f3)) -

Das bedeutet, dafl wir uns im Beweis des ersten Satzes auf Booleschen Verbinde
beschrinken kénnen, und wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraus-
setzen, daBl die *-Operationen in der Form f: {b, 1] — [0, ¢] angegeben sind.

Wir geben zundchst eine Verschirfung des Lemma 1 aus [2].

Lemma 1. Es sei N ein beliebiger beschrinkter distributvver Verband und A eine
Indewmenge. Es existiert ein modularer Verband M = N(A) mat O und 1, der die
folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Fiir jedes € /A gibt es evn a(x), so daf fire == (x, € A)
alx) Aa(f) =0, alx) valp) =1,
und das Hauptideal (a(x)] ist tsomorph zu N;

(iiy fur jede Kongruenzrelation O ¢ & (a{oc)]_ gibt es genau eine Kongruenz 6,
von M, so daf fiir ¢, d € (a{a)] gilt ¢ = d(O,) dann und nur dann, wenn ¢ = d(6,).
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Beweis. Die Elemente von M sind Abbildungen a: A — A* Z N von A in N,
die den folgenden Kigenschaften geniigen:

(1) A* ist eine endliche Teilmenge von N;

(2) sindw, B,y € A drei verschiedene Elemente, so gilta® A 8% = ® A y* = * A y°
a =< a’ (a a ¢ M) soll bedeuten, daB o® < % in N fiir jedes x. M ist dann eine
teilweise geordnete Menge. a(x) sei wie folgt definiert: % = 1 und wenn f = «,
s0 ) = 0. Ist o = f, so gilt a(x) A a(f) = 0 und a(x) v a(f) = 1. Von hier an
lauft der Beweis wie bei Lemma 1 von [2].

Bemerkung 1. Fir«, § € A sind [0, a(x)] und [0, a(f)] projektiv. Infolgedessen
sind auch [0, a(a)] und {a(f), 1] projektiv.

Bemerkung 2. Ist die Indexmenge endlich, A4 = {1, 2, ..., k}, so bezeichnen wir
N(A) einfach mit N(k). Wir werden den Fall k = 3 betrachten, der derselbe Ver-
band ist wie M im Lemma 1 von [2]. In diesem Fall sind die Elemente von N(3)
Tripeln (x, y,2) (%, y,z€ N),sodaBBa Ay =2 Az =y A 2

a(l) = (1, 0, 0), a(2) = (0, 1, 0) und a(3) = (0, 0, 1).

§ 3. Summe von teilweise geordneten Mengen

Es sei L eine teilweise geordnete Menge, so daB fiir jedes Paar a, b ¢ L
inf {a, b}
existiert, und

sup {a, b}

existiert genau dann, wenn ¢ und b eine gemeinsame obere Schranke haben. Wir
definieren in L

anb=inf{a,b} und avb=supi{a b},

wenn sup {a, b} existiert. L ist dann ein partieller Verband. Eine Aquivalenz-
relation @ von L heiBt eine Kongruenzrelation, wenn aus a = b(0), ¢ = d(O) folgt
anc=bad®) und avc=bv d@), angenommen, daB a v ¢ und b v ¢ beide
existieren. Die Kongruenzen von L bilden dann einen Verband &(L). Ist a¢ L,
so heiit [a) = {x; x = a} ein duales Hauptideal von L. Unter der Voraussetzungen
ist fir jedes a ¢ L das Ideal (a] = {x;x < a} offensichtlich ein Verband. Wir
waollen L modular nennen, wenn (a] fiir jedes a ¢ L ein modularer Verband ist.

Eine nichtleere Teilmenge I eines Verbandes K heiBt ein Abschnitt, wenn aus
xe I,y < xstets y € I folgt.

Das nichste Lemma verallgemeinert das Lemma 2 aus [2].

Lemma 2. Es sei K ein Verband und L eine teilweise geordnete Menge, so daf fiir
jedes Paar a, b e Linf {a, b} existiert, und sup {a, b} existiert genau dann, wenn a, b
eine gemeinsame obere Schranke haben. Das duale Ideal [7) von L sei isomorph zu

dem Abschnitt I von K, und 1 soll den folgenden Eigenschaften geniigen :

1) fiir jedes a € L existiert a v 1, und wenn a v © = b = 1, so gilt

(@nb)vi=b;
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(1) wenn sup {a, b} nicht existiers, so ist
t=0EAa)v{EAB)={Eva)r(fvh).

Wenn wir die bei der Isomorphie I — [1) entsprechenden Elemente von. I und [3) iden-
tifizieren, so ist die mengentheoretische Vereinigung L u K = L -+ K ein Verband, der
L als einen Abschnitt und K als ein duales Ideal enthilt. Sind L und K modular, sc ist
L + K ein modularer Verband. Sind @, bzw. O, Kongruenzrelationen von L baw. K,
s0 daf Oyl = Oyl ist, so existiert eine Kongruenz @ von L + K mit der Higen-
schaft By = 6, und O|x = 0,.
Beweis. Die Operationen von K bzw. L bezeichne vy, Ax bzw. vy, Ap. Es seien
a, b beliebige Elemente von L - K, wir zeigen, dal a v b == sup {a, b} und a A b
= inf {a, b} existieren, und zwar

{ avygb, wenn a,be K;

l(av;,i)vgb, wenna ¢ Lund be K;

avb= { (@vpi)vg (bvye), wenn a, be L und sup {a, b}
in L nicht existiert;

avyb wenn sup {a, b} in L existiert.
aAgb, wenn a4, be K;
anb=1xanpb wenn a, be L;

((avp?)y Agb) Apa, wenmae L, be K.

Dal a v b bzw. a A b tétséchlich sup {a, b} bzw. inf {a, b} definieren, zeigt eine
triviale Rechnung, die wir den Leser iiberlassen.

Es seien K und L modular. Wir wollen zeigen, daB L 4 K ein modularer Verband
ist, d. h.,, wenn vz =gyvz eAz=y Az & =¥ so folgt * = y. Je nach der
Lage von «, y, 2 miissen wir mehrere Fille diskutieren.

1aw,ye Kund z¢ L. Wegen o vz = (z Vi) vz=2zv({V_2) und dhnlicherweise
yvz=yv vz folgtzA@va) >y (@vz) aus der Modularitdt von K. Es
gilt aber

fxafivane=arz=yrz=[yaltivzi]az
und

[xrnfve)lvea=idve=[yalivalve,

und wegen der Modularitdt von L erhalten wir also
xAEvE)=yarltvz).
Dieser Widerspruch zeigt © = y.

2. @, y,z€ L, Wir kénnen annehmen, daB sup {y, 2z} in L nicht existiert, sonst
hitten wir aus der Modularitdt von L gleich ¢ = y. Aus (ii) folgt

@A)vizad=t=@At)Vv (A1),
Wegen x Az =y Az ist
adAat)y=yADA{zAT),

und die Modularitdt von L ergibt also x A7 =y A4 Wire x >y, so miilite
z U7 >y uz gelten. Dann ist aber

@vivvi)=ave=yva=(yvi)v (evi)
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und wegen (ii)
@EvidAGvy=i=Hvialzvi),
d. h., da K modular ist, # v ¢ = y v 7. Dieser Widerspruch zeigt z = .

3. 2€ K und y,z¢ L. Betrachten wir y' = y v d. Aus 2 >y folgt, daB ent-
weder « > ' oder ' > y gilt. Im ersten Fall kénnen wir wie bei Fall 1 diskutieren
(statt y nehmen wir '), und der zweite Fall ist derselbe wie Fall 2.

4. 2, y,z ¢ K. Da K ein modularer Verband ist, folgt sofort = .

B. z,ze Kundye L. In diesem Fall ist 2 A z € K und so aus « A z = y A z folgt
y€ K, d. h. z, y,2 ¢ K wie unter Fall 4.

6. 2,y € L und z ¢ K. Betrachten wir die Elemente z v 7, y v 7. Es gilt dann
ZAL=(TAZ)ANTL=(YAZ)AT=Y AT,

und so, wenn x > ¥, aus der Modularitit von L erhalten wir z v ¢ > y v 7. Fiir
diese Elemente gilt aber

wveyve=axvz=yve=(yvi)vz,

d. h., da K modular ist, (z v i) Az > (y v 7) A z. Aus (i) ergibt sich aber
(a=xb=(@virz)@vi)rz=(@Az) V1

und dhnlicherweise (y v 7)) Az = (y vz) v¢,d. h, wegenax Az = y A z ist
@viynz=(yvi)az.

Dieser Widerspruch zeigt « = y. L + K ist also ein modularer Verband.

Nun seien @; bzw. 6, Kongruenzen von K bzw. L, so daBl 6,(; = 0,|;; ist. Wir
definieren eine Aquivalenzrelation @ auf L -+ K wie folgt:
z == y(0) dann und nur dann, wenn einer der folgenden Fille erfiillt ist:

(@) z,ye K und = y(0,);
(b) 2, ye L und  z= y(6,);
(¢) zeL,yc K (oder symmetrisch x € K, y € L),

und es existiert ein z € I, so dal x = z(0,) und z = y(O,).

Die Beschrinkung von @ auf K bzw. L ist dann offensichtlich ®, bzw. 6,. DaB @
eine Kongruenzrelation ist, folgt unmittelbar aus der Definition der Verbands-
operationen von L -+ K. Damit ist das Lemma bewiesen.

In dem néchsten Lemma definieren wir einen partiellen Verband L, der den in
Lemma 2 geforderten Eigenschaft geniigt.

Betrachten wir erst den im Lemma 1 definierten Verband N(A), und zu jedem
« € A wihlen wir x, € N(A), so daBl x, = a(x) gelte (vgl. Abb. 1). Das duale Haupt-
ideal T, = [w,) ist dann ein distributiber Verband. ([a(x), 1] und [0, a(x)] sind
projektiv, und nach Lemma 1 gilt [0, a(a)] = N; T, ist also ein Teilverband des
distributiven Verbandes [a(x), 1], also ist selbst distributiv.)

Zu jedem T, kénnen wir dann den modularen Verband 7,(3) betrachten. (Siehe
die zweite Bemerkung nach Lemma 1.) 7,(3) enthilt dann drei Elemente u,, v,, w,,
so dafB

Uy AV, = Uy AW, = U, A wy, = 0,
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Abb.1

und
Uy V Uy = Uy V Wy = U, VW, = 1,

(u, ist ndmlich a(l), v, = a(2) und w, = a(3) in T4(3)). Laut Lemma 1 ist (u,]

isomorph T,.

L sei die mengentheoretische Vereinigung |J T,(3) u N(A), wo wir bei den Iso-
4

o€
morphismen T, — (u,] entsprechende Elemente identifizieren. x < y hat unver-
inderte Bedeutung, wenn g, y € T,(3) fiir ein « € A oder wenn z, y ¢ N(A); fur
z€ NA), ye T,3) gilt « < y dann und nur dann, wenn ein z ¢ T, derart existiert,
daBl # < z in N(A) und 2z < y in T,(3). Die Elemente z ¢ T,(3), y € Tp(3), x & f,
z, y ¢ N(A) sind unvergleichbar.

Lemma 3. L ist ein modularer partieller Verband, der den Eigenschaften (i) und (ii)
aus Lemma 1 geniigt. Jede Kongruenzrelation von N{(A) & L hat genau evne Er-
werterung zu L.

Beweis. Es bezeichne ¢ das gréfite Element von N{(A). Erst zeigen wir, dafl
inf {a, b} in L stets existiert. Ist a, b ¢ 7,(3) oder a, b € N(A), so gilt die Behaup-
tung offensichtlich. Wenn a ¢ 7,(3) und b¢ N(A) (oder symmetrisch), so ist
anie T, = (u] S N(A), also kénnen wir ¢ = (a A ©) A b in N(/) bilden. Offen-
sichtlich ist dann ¢ = inf {a, b}. Ist schlieBlich a € T,(3), b ¢ Ts(3), » =6, a, b
¢ N(A), soist inf {a,b} = (@A i) A (b A1), woa s im T,(3), b A7 im Tp(3) ge-
bildet ist; @ A 2, b A 1 € N(A), wir kénnen also in N(A) ihren Durchschnitt bilden.
Sind a, b € N(A) oder a, b ¢ T,(3), so existiert sup {a, b} und ist dasselbe, wie in
N(A) bzw. T,(3) urspriinglich. Wenn a ¢ 7,(3) und b€ N(A), so ist sup {a, b}
=a v ((@ A1)V b) (aniist aus N(A)), wir kénnen also (@ A 2) v b in N(A) bilden;
dies ist aber auch in 7',, und somit existiert a v ((@ A 7) v b) im 7,(3). Im letzten
Fall, wenn a ¢ 7,(3), b ¢ T4(3),« == und a, b ¢ N(A), haben a, b keine gemein-
same obere Schranke. sup {a, b} existiert also im L genau dann, wenn a und b
eine gemeinsame obere Schranke besitzen.

Wir wollen zeigen, daBl L modular ist, d. h. jedes Hauptideal (a] ein modularer
Verband ist. Ist a € N(A), so ist die Behauptung offensichtlich. Wenn aber a € 7,(3)
fiir ein a € A, so ist (a] in der Vereinigung der modularen Verbinde N(A) und 7',(3)
erhalten, also ist nach Lemma 2 aus [2] die Vereinigung und damit auch ihr Teil-
verband (@] wieder modular.

5 Ja Beitrige zur Algebra 3
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Die Eigenschaft (i) aus Lemma 2 ist wegen der Modularitét trivialerweise erfiillt.
Nehmen wir an, dafl sup {a, b} nicht existiert, d. h. a€ T,(3), be Ts(3), x +f
und @, b ¢ N(A), dannist a A © = a(x), b A 7 = a(f), d. h., aus a(x) v a(f) = ¢ folgt
(@ A7) v (b A7) = 1. Die zweite Identitdt aus (i) (@ v 1) A (b v 2) = ¢ ist trivial.
Jede Kongruenzrelation von T, hat genau eine Erweiterung zu 7',(3); aber die
Elemente von T, sind mit den Elementen von (u,] identifiziert, folglich hat jede
Kongruenzrelation von N(A) hochstens eine Erweiterung zu L. DaB sich jedes
Ock (N (/1)) tatsichlich erweitern 148t, folgt trivialerweise aus den Definitionen
der Operationen und Lemma 1. Damit ist das Lemma bewiesen.

§ 4. Beweis von Satz 1

Gegeben seien ein Boolescher Verband B und *-Operationen in der Form f,:
(b6 1] = [0, co]-

Die identische Abbildung f,: « — « ist ebenfalls eine *-Operation. Wir wollen
zeigen, daB die partielle Algebra B* = (B; Vv, A, fo, fulox € 25 eine modulare Reali-
sierung hat.

A sei die Menge aller Indizes der definierten *-Operationen, d. h.

A= {0,alac}={0}uQ.

Zu dieser Indexmenge und zu B betrachten wir den im Lemma 1 gegebenen Ver-
band B(A). Das Einselement von B(/A) bezeichnen wir mit <. a{x) sind die im
Lemma 2 definierten Elemente. Das Intervall [a(x), ¢] ist zu B isomorph, und bei
diesem Isomorphismus entspricht dem Element b, € B das Element b, = a(x).
Fiir f, ist b, Nullelement von B, und b, ist also a(0).

Zu [b,, 1]= T, betrachten wir 7',(3), die in der zweiten Bemerkung nach Lemma 1
definiert wurde. Aus B(A) und T,(3) (x € A) kénnen wir laut Lemma 3 einen par-
tiellen Verband L konstruieren. Das Nullelement von 7,(3) sei 0,, das Kins-
element bezeichne 4,; T,(3) hat drei Elemente u,, v,, w. 80 daf

Ug A Uy = Uy A Wy = Vg A Ws = 0,
Uy V Uy = Uy V Wy = Uy V Wy = Ty 5

und [0,, u,] ist isomorph [b,, 1]. Wir identifizieren dann die bei den Isomorphismus
[0, u,] = [b1, ] entsprechende Elemente. Abb. 2 zeigt L, wenn Q = {1}, d. h.
A = {0, 1} ist. In diesem partiellen Verband gilt

(%0 %] = [a(0),17] ~ [a(x), 7] (1)
und
(% ta] & [be 7] (2)

Wenn wir Lemma 1 beriicksichtigen, so erhalten wir aus (1) und (2), daB jede
Kongruenzrelation von L durch ihre Beschriankung auf [u,, ] eindeutig bestimmt
ist.

Als nichster Schritt wird K als ein zu B(A) isomorpher Verband definiert. Der
Isomorphismus B(A) - K sei ¢ > 2, x€ B. B und das Ideal (a(x)] von K sind
isomorph ; dieser Isomorphismus soll mit ¢ bezeichnet werden. Wenn y € B, so ist
also p(y) € (al®)] & K.
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Mit L und X kénnen wir dann L + K definieren (Lemma 2), wir miissen dazu nur
sagen, welche Elemente wir identifizieren wollen. Es sei ¢ ¢ [u,, 7,]. Nach (1) und
(2) gibt es eine unére algebraische Funktion (Projektivitdt) p(z), die ¢ in ein Element
P(t) € [ug, %} = B tiberfiithrt, und zwar p{u,) = 0 (=uy) und p(3,) = 1 (=%). Jetzb
kénnen wir die *-Operation anwenden; f,p(¢) ist dann im Intervall [0, ¢,] & B.
Wenden wir schlieBlich den Isomorphismus ¢ an, so ist yf,p(f) € (a(x)] S K. Wir
identifizieren nun jedes ¢ € [a,, v,] mit yf,p(t). Damit erhalten wir nach Lemma 2
den modularen Verband V = L -+ K (Abb. 3).

Abb.2 Abb.3

Zu zeigen ist noch, daBl L - K = V eine Realisierung von B* ist. Wir haben
schon gesehen, dafl jede Kongruenz von B = [u,. 7] genau eine Erweiterung zu L
hat. Dieses Intervall ist mit dem Intervall [0, a(0)] von K identifiziert, und jede
Kongruenz von K ist durch ihre Beschrinkung auf [0, a(0)] bestimmt; infolge-
dessen gilt dasselbe fiir V, d. h., jede Kongruenz von V ist durch ihre Beschrinkung
auf [u,, 4,] bestimmt.

In V gilt nach (1) und (2) [b,, 1] & [cs 0] (S [ugs %] = B), d. h., die Beschrinkung
einer Kongruenz @ von L + K auf B ist eine Kongruenz von B*. Wir miissen
schlieflich zeigen, daB sich jede Kongruenz von B* tatsichlich zu V erweitern
1aBt. Es sei @ eine Kongruenz von B¥, sie lifit sich dann zu L und zu K erweitern.
Diese Kongruenzen seien &, bzw. @,. Dal sich & zu V erweitern 1a8t, bedeutet,
daB die Beschrinkung von 6, bzw. @, auf L n K dieselbe Aquivalenz ist. Das ist
aber auf Grund der Konstruktion von L + K trivial. Damit ist Satz 1 bewiesen.

§ 5. Beweis von Satz 2

Wir nennen einen Booleschen Verband B komogen, wenn fir jedes a¢ B, a ==0
das Ideal (¢] isomorph B ist. Es bezeichne f,: (¢] — B einen Isomorphismus. Die
entsprechende partielle Algebra

B* = (B; Vv, A, fdac B,a +0)
5%



68 E. T. SoamipT

ist offensichtlich einfach. Nach Satz 1 hat B* eine modulare Realisierung V, die

also ein einfacher modularer Verband ist. B ist dann einem Teilverband von V |

isomorph.
Zurm Beweis von Satz 2 miissen wir zeigen, daf jeder distributive Verband in

einem homogenen Booleschen Verband einbettbar ist.
Es sei H eine beliebige Menge. B(H) ist der Boolesche Verband aller Teilmengen
von H. Ist die Machtigkeit von B

fo=N.2..&o’

s0 bilden alle Teilmengen X & H der Mdichtigkeit {X| <{ ¥ ein Ideal I. B/I ist
dann ein homogener Boolescher Verband. Es sei L ein beliebiger distributiver
Verband. Dann existiert eine Menge H, so daBl L einem Teilverband von B(H)
isomorph ist, und zwar sei @ & H fiir ¢ € L die entsprechende Teilmenge. Jedem
a ¢ L ordnen wir eine Menge X, zu, so dafl |X,| = |L{ und fira ==b

XQ n Xb =@,
Es sei H = H v |J X,, und wir betrachten B(H’). Zu a ¢ L kénnen wir ¢ u X,

ack

€ H’ zuordnen. Wenn wir dann B(H’)/I bilden, so erhalten wir einen Monomor-

phismus vom L in den homogenen Booleschen Verband B{(H’)I. Damit ist Satz 2
bewiesen.
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