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. 1. Einleitung

In der modernen Algebra sind verschiedene Unabhingigkeitsbegriffe
bekannt. Diese Begriffe filhren immer zur gewissen Unabhingigkeitsrelatio-
nen, die in Halbverbianden (Vereinigungshalbverbinden) definiert sind. Das
Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine ganz allgemeine Unabhiingigkeitsrelation
fiir Halbverbénde zu definieren, die eine gemeinsame Verallgemeinerung der
folgenden Unabhingigkeitsrelationen ist:

(A) Die Definition des direkten Produktes von Gruppen fiihrt zu einer
noch allgemeineren Begriffsbildung in modularen Verbianden, nidmlich zur
direkten Vereinigung. Die Komponente der direkten Vereinigung bilden eine
unabhingige Teilmenge des Verbandes, die wie folgt definiert ist: Gegeben
sei ein modularer Verband L mit Nullelement. Wir sagen, dafl zwischen den
Elementen a, b € L die Relation |, besteht, wenn @ N b = 0, a, bs= 0 gilt.
Eine Teilmenge 4 von L nennt man | ,-unabhingig, falls fiir je zwei endliche,
elementenfremde Teilmengen A4, und 4, von 4 U 4, 1,U 4, gilt. (U 4
bedeutet die Vereinigung aller Elemente von A4.) Diese Unabhingigkeit ist
durch die Relation |, induziert.

(B) Ein anderer Unabhéngigkeitsbegriff entsteht, wenn wir die von
E. Marczewskr [5] eingefithrte Unabhingigkeit fiir Halbverbiande speziali-
sieren (siche G. SzAsz [7]). aMb soll bedeuten, dass a und b unvergleichbare
Elemente sind. Eine Teilmenge 4 von L wollen wir M-unabhiingig nennen,
wenn fiir je zwei endliche, elementenfremde Teilmengen 4, und 4, von A4
U4, My 4, gilt.

(C) Die dritte Unabhingigkeitsrelation kénnen wir durch eine Verall-
gemeinerung der linearen Unabhingigkeit gewinnen. (Siehe A. KERTESzZ
[3)). Es sei S eine nichtleere Menge und x64 eine Relation zwischen Elemen-
ten x und Teilmengen A von S. & heiit eine Abhingigkeitsrelation, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) ist v € 4, so gilt 204;

(2) gilt fiir das Paar z, 4, 204 aber 28(4 \a) (@ € 4), so ist ad(4 \ ) U «;

(8)ist fiirx € Sund 4, B C Sx6Aund gilt ad B fiir jedes a € 4,s0ist x0B;
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(4) ist 264, so gibt es eine endliche Teilmenge 4’ ¢ 4, so dall 64’ gilt.

Die Teilmenge A von S heiit d-unabhingig, wenn fiir jedes a € A4
ad(A \ a) gilt. Es sei B*(S) der Halbverband (Verband) aller endlichen Teil-
mengen von 8. Wir kénnen hier die Unabhéingigkeit fiir beliebige Teilmen-
gen von Serkliren A | B (4, B € 8) soll heilen, dall 4 und B elementfremd
sind und 4 U B eine d-unabhingige Teilmenge vom S ist. Die unabhédngige
Teilmengen sind mit Hilfe einer Abhéngigkeitsrelation definiert.

(D) Es sei L ein modularer Verband und I ein Ideal von L. Wenn I
der Kern eines Homomorphismus ist, so definiert I die folgende Relation
1.7 {(siehe [6]):

a{;b (a,b€L) dann und nur dann, wenn aMb und e b €1 gilt.
Die | ;-unabhingige Teilmengen sind genauso definiert wie bei | ,.

(E) Von den wichtigsten Eigenschaften der Relation |, ausgehend,
hat S. MaEDA [4] eine allgemeine Unabhingigkeitsrelation  eingefiihrt. Es
sei I ein Verband. Eine in L definierte binire Relation | heifit eine Unab-
hingigkeitsrelation (im Sinne von Maeda), wenn sie der folgenden Axiomen
genﬁgt: .

(1L 1) aus a | b folgt b | a;

(L 2) wenn a | b, a, < a, so folgt! a; | b;

(1 3)aus a i b, aUb | c folgt stets @ | & U ¢;

Ist L ein modularer Verband, so geniigt die Relation { , dieser Axiomen.
Die Relationen M und | ; geniigen aber weder (| 2) noch (| 3). Wir wollen
diese Axiomen so modifizieren, daf sie auch fiir die Relationen M, | ; giiltig
seien.

1. Eine neue Unabhingigkeitsrelation

‘ Derixrrion 1. Eine in dem Halbverband L definierte biniire Relation
heiBt eine Unabhingigkeitsrelation, wenn sie der folgenden Axiomen geniigt:

(L 0) aus a | b folgt aMb;
(1 1) aus @ | b folgt b | a;
(J_ 2)ist a 1 b, oy <@, a;Mb und @, a,;, b €L, so gilt a, | b;
3) ist {a, b, ¢} eine M-unabhingige Teilmenge und gilt a | b,
an_}_c, so folgt stets a 1 b Uc.

Die | -unabhingige Teilmengen von L sind genauso definiert wie im
Falle der Relation | ,.

! Bei Maeda ist a, # 0 nicht vorausgesetzt.
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Offensichtlich geniigt M dieser Axiomen. Ist I ein modularer Ver-
band (Halbverband) so besitzt die Relation | ;diese Eigenschaften (| 0) —
(L 3). Hat L ein Nullelement 0, so betrachten wir das Nullideal (0]. Die
entsprechende Relation | 4 = |, ist also eine Unabhingigkeitsrelation.

Spezielle Unabhingigkeitsrelationen kénnen wir mit Hilfe gewisser
Homomorphismen (Kongruenzen) des Halbverbandes definieren. Dazu bené-
tigen wir erst einige Vorbereitungen.

Es sei L ein Halbverband und ¢ : L — L’ (@ — ') ein Homomorphis-
mus von L auf L’. Mit (o] bezeichnen wir das durch a € L erzeugte Haupti-
deal. Wenn L ein Nullelement besitzt, so bllden seine Ideale einen Verband,
d. h. (a] N} (b] ist ein Ideal.

DerivtrioNn 2. Der Homomorphismus von L auf L’ heilit ein U-Ho-
momorphismus (Unabhanglgkel’oshomomorphlsmus) wenn L’ ein Nullelemcnt
besitzt und L’ die folgende Eigenschaft besitzt:

(1) ist @IN®l=0, @UbIN(E]=0 so gilt (aJN B Uc]=0.

Dementsprechend wollen wir die Kongruenz @ von L eine U-Kongruenz
nennen, wenn der induzierte Homomorphismus ¢ : L — L/@ ein U-Homo-
morphismus ist.

Der U-Homomorphismus ¢ : L — L’ definiert dann in L zwei binire
Relationen |, und §,:

(i) @ 1, b (a, b € S)soll genau dann gelten, wenn aMb und ('] ) (3'] = 0
gilt,

() @6b (a, b € L) gilt dann und nur dann, wenn a’ < b’ ist.

AvUssacr 1. Die Relation |, ist eine Unabhiingigkeitsrelation.

Bewzis. Die Axiomen (| 0), (1 1) und (| 2) sind offensichtlich erfiillt.
Wir zeigen, dafl | , auch (| 3) geniigt. Esseia | ,b,a Ub |, cund aMb ec.

Es gilt dann ('] N (']=10 und (@&’ UY¥&']1N (¢'] = 0. Daraus folgt
nach (1) (@'JN (" Uc']J= 0. Wegen aMb |Jc ist dann a |,b U c.

Die Relation §, nennen wir eine Abhiingigkeitsrelation.

Jedes Ideal I des Halbverbandes L definiert eine Kongruenz @; : x =
= y(0;), * <y dann und nur dann, wenn ein ¢ € I derart existiert, daB
y =« U ¢ gilt. Ist der Faktorhalbverband L/@; modular, so ist ©; in bezug
auf L eine U-Kongruenz. (Wenn L selbst modular ist, so gilt dasselbe auch
fiir L/©;.) Die entsprechende Unabhingigkeitsrelation bezeichnen wir einfach
mit | ;. KEs gilt also die

AvussacE 2. Ist L ein modularer Halbverband und I eih Ideal von L, so
it Oy in bezug auf L eine U-Kongruenz und | j ist eine Unabhdngigkeitsrelation.
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Fiir gewisse Ideale ] konnen wir die Relation | ; noch einfacher angeben:

Derinrrion 3. Das Ideal I des Halbverbandes I heift ein U-Ideal,
wenn I die folgende Kigenschaft besitzt:

aus (] N (b1 C I folgt fur jedes z €1

(2)
(@eUzln@®]C .
AUSSAGE 3.v Ist I ein U-Ideal, so ¢ilt a | ;b genau dann, wenn aMb
und (@] N (b] < I ist.

Brwzis. Es sei L — L’ der durch &, induzierte Homomorphismus und
(@lnN ()¢l Ista; =a', by = b, a; > a, b, > b, so existieren die Elemente
f, &, in I, so daB @, = a U ¢, und b, = b U ¢, gelten. Wegen (2) folgt dann
(@] N®lel, d-h (@1n(@]=0.

Ist 1 der Kern eines Homomorphismus in einem Verband,so ist I be-
stimmt ein U-Ideal (siehe [6]). Damit gewinnen wir die unter (D) definierte
Relation.

3. Die wichtigste Eigenschaften der Unabhingigkeitsrelationen

Avssace 4. 4 ist genau dann | -unabhingily, wenn jede endliche Teil-
menge von A | -unabhingig ist.

Brwgis. Trivial.

"AUSSAGE 5. Eine endliche, M-unabhingige Teilmenge S = {ay, @y, - - . @}
ist genaw dann | -unabhdngig, wenn fir jedes i (1 <1 < n)

(3) : ayUa, U.. . Ua L a;y
gilt. '

Bewris. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. DaBl sie auch
hinreichend ist, werden wir durch Induktion nach £ (1 < k < n) zeigen, dalB}
{a,, ay, . . ., ax} | -unabhingig ist.

Fiir k = 2 folgt die Aussage, wenn wir in (3) einfach k = ¢ = 2 setzen.
Nehmen wir an, dass die Bebauptung fiir £ — 1 schon beweisen ist, d. h.
{a,, ..., a,_4} 1-unabhiéingig ist. N, und N, seien zwei elementenfremde
Teilmengen der Menge {1, 2, ..., £}. Wenn k£ weder in N, noch in N, vor-
kommt, so folgt U @; | U @; aus der Induktionsvoraussetzung. Ist k € N,

ig N, ieNg

so sei Ny die Menge aller Elemente von N, auler k. Setzt man a = .UN a;,
: Le Ny



SCHMIDT: UNABHANGIGKEITSRELATIONEN 49

b= U a; ¢=a, Da 8§ M-unabhingig ist, gilt «Mb | ¢ und so nach ([ 3)
feN,
folgt « 1 6 Ue, d.h. U a; 1 U ;. Damit ist die Aussage bewiesen.
ie¢N, ieN,

Avussace 6. Sind S, 1 -unabhingige Teilmengen von L. \/ S, (die mengen-
theoretische Vereinigung) ist dann und nur dann | -unabhingig, wenn die
Menge {\J 8.} 1-unabhingig und VS, M-unabhingig ist.

Bewegis. Trivial.

4. Eine Charakterisierung der UU-Ideale in Verbiinden

Zwei Elemente a,b eines Verbandes L nennen wir perspektiv, wenn
ein ¢ € L derart existiert, daBa Ne¢=5bN¢ und a Ue =5 U ¢ gilt. Sind
w, b perspektiv, so schreiben wir a ~ b.

DeriniTION 4. Das Ideal I heilt perspektiv abgeschlossen, wenn aus
a €1, a ~b stets b €1 folgt.

Satz 1. Ein Ideal I eines modularen Verbandes ist dann und nur dann
ein U-Ideal, wenn I perspektiv abgeschlossen ist.

Brewzrs. s sei I ein U-Ideal, a € I, @ ~ b. Dann gibt es ein ¢ mit
aNec=bNec, alUc=>bUec. bNc legtalsoim I, und da I ein U-Ideal
ist folebt a Ub=(@@UDd) N (@Uc) €I, d h.bel I ist perspektiv abge-
schlossen.

Nehmen wir an, dass I perspektiv abgeschlossen ist und fir das Paar
a,b¢l aNbel ist. Gibe esein ¢ €1, so dall (cUa)N (c U b) § I wire,
so konnen wir ¢ >a N b voraussetzen. (Statt ¢ kénnte man ¢* = ¢ U (e N b)
nehmen.)

Es sei ¢, = (@ Ub) N ¢ €l Fir dieses ¢, gilt offensichtlich ¢, >a Nb
und (e, U @) N (e, Ub)={[a Ub) N e] Ua}n{[{eUb) N clUb}=(aUb)n
N{a Uce)n (b Uc). Daraus folgt wegen [(a Ub)N(aUc)N (bUC)] Ue=
=aUbUcNl@aUc) NBGUC]I=(@Uec)nN (BUc)¢I, daB (e Uc) N
N (b Uc) ¢ 1 ist. Wir kénnen also voraussetzen, dall ein Tripela, b, ¢ derart
existiert, daBaNb < c<<aUb,c€1l,a,b ¢ I gelten. Setzen wire = (@ U ¢) N
NGUe. f=@noU@Ene.a=@nadUf=@Uufined =@bneU
Urf=0GuUfHne Es gt danmn ¢’ Ue=@Ne)UfUc=@Ne)Uc =
=(aUc)Ne=ce. Ahnlicherweise b’ {J ¢ = e. dNe=(@@UfiNeNc=
=faencUf=fund &' Nec=7f

4 Periodica Mat. 1 (1)
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Wir behaupten, dafl ', b', ¢ einen fiinfelementigen, nichtdistributiven
Verband erzeugt. Es gelten die folgenden:

@ Ub =[ane)UfJUulNe Ufl=(@@neUdne=
=len@Uen@UealUbn@Ueagn@Uol=
=fan@UITUBN(@UI={lean BUIUb}N(aUc)=
=@UbnduUucagn@Ue)=(@Uc)NBUc) =e
Ahnlicherweise gilt o' N b = f.

Da a’, b’ nicht zu I gehiéren konnen (sonst wire e = a' U ¢ € I) gilt
a’ ~ ¢ d.h. I ist picht perspektiv abgeschlossen. Mit diesem Widerspruch
ist der Satz bewiesen.

ForeeruNG. Ist I der Kern eines Homomorphismus, so ist I ein U-Ideal.

BeEwEis. Der Kern eines Homomorphismus ist offensichtlich perspektiv
abgeschlossen. '

AxMERKUNG. Es ist leicht zu zeigen, dall ein U-Ideal nicht unbedingt
der Kern eines Homomorphismus sein muf} (Fig. 1).

5. Starke Unabhiingigkeitsrelationen

Ist {a,, @, ... a,} eine |-unabhingige Teilmenge des Halbverbandes
Lund gilt a =a, Ua, U ... U a,, so sagen wir, daf ¢ die | -direkte Vereini-
gung der Elemente «,, a,, . . ., a, ist, in Zeichen @ = (a; X a3 X ... X @), -
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Ein von 0 verschiedenes Element ¢, das sich nicht als | -direkte Vereini-
gung zweier von a verschiedenen Elemente darstellen 1a6t, wird | -unzerleg-

bar genannt.
Hat das Element a des modularen Verbandes L zwei Zerlegungen

a=(a; X ...Xap), und a=(b X ...Xbm),

in | -direkte Vereinigung | -unzerlegbarer Elemente, so mufl selbstverstind-
lich » und m nicht iibereinstimmen. Wir geben eine hinreichende Bedingung
fiir | an, dall stets n — m sei.

DerinitioN 5. Eine Unabhingigkeitsrelation | heilit stark. wenn sie
der folgenden Axiomen geniigt:

(L 4) Gilt fiir die Elemente a,, a,, b;, by, @, Ub; = a, U by = a, U b, =
=day )by a; 1 b (1=1,2), so folgt stets a, | b,;

(1L5) Ist @ 1 b, b<by, (@] N (B] = (@] N (B,), so folgt a | b,.

Wir wollen zeigen, dal unter einer zusitzlichen Bedingung die Rela-
tion | ; eine starke Unabhéngigkeitsrelation ist.

Sa1z 2. Es sei I ein U-Ideal des Halbverbandes L. Ist. L|O; ein modularer
Halbverband von endlicher Linge, so ist | ; eine starke Unabhingigkeitsrelation.

BewEis. L/O; ist ein modularer Verband von endlicher Linge. Mit
I(x) bezeichnen wir die Dimensionsfunktion. Das Bild eines Elementes a € L
bei dem Homomorphismus L — L/@; bezeichne a'.

Erst zeigen wir daB | ; das Axiom (] 4) geniigt. Offensichtlich gilt
a, Mb,. Wir miissen nur a, b, € I zeigen. (Statt (a] N (b] schreiben wir
einfach a N b.)

Mit der Dimensionsfunktion gewinnen wir

Uai) + Ubs) = U((ax N b)) + Uaz U b;) = @z 01 b,)') + Uaz U b)) =
= l((a1 N b)) + Ua1) + Ub) — U(a1 N b))
Da aber a, N b €1, d.h. {(ay N b;)') = O gilt, erhalten wir
U(by) — Uby) = U(ag N ba)") > 0.
Genauso erhilt man
1b]) — Ubg) = U(ay N b)) = 0, d. h. I((ay N by)’) = 0.

Das bedeutet a, N b, € I, was zu zeigen war.

Es sei weiter a | ;6,5 <b,und a N b =a N b;. a und b; miissen dann
unvergleichbar sein.Da a N b € I, gilt aucha N b, € I,d.h.a 1 ;b;; 1, geniigt
also (1 5).

4*
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6. Der Hauptsatz der starken Unabhiingigkeitsrelationen

SaTz 3. Hs sei L ein modularer Verband von endlicher Linge, und | be-
zeichne eine starke Unabhdngigkeitsrelation von L. Sind zwei Zerlegungen des
Binselementes 1

1=(a, X ... X @),
und
1=(b X ... Xbn),

in | -direkte Vereinigung | -unzerlegbarer Elemente gegeben, so ist n = m und
jedes a; ist gegen eimem passendem b; austauschbar, so daff 1 = (a; X ... X
X @iy X b X a; 1 X ... X ay), gilt.

Nach Satz 2 ist fiir jedes U-Ideal eines modularen Verbandes von end-
licher Liénge | ;eine starke Unabhéngigkeitsrelation. So fiir I = (0] gewin-
nen wir den Satz von ScEMipDT—ORE (Siehe z. B. [1] oder [2]). Mit | ,
erhialt man den Satz von Kuros— ORE.

Der Beweis des Satzes 2 lduft dhnlich zum Beweis des Satzes von
ScEMIDT —ORE.

BrwErs. Ist 1 = (¢, X ... X ¢,);, so soll ¢/ das Element ¢; U ... U
U ¢i1 U Cigq - . - U ¢, bezeichnen. Wir werden mit Induktion nach der Léinge
des Verbandes zeigen, daf jedes a; gegen einem passenden b; austauschbar
ist. Wir koénnen selbstverstindlich ¢ = 1 voraussetzen. :

(1) Erst betrachten wir den Fall, wenn fiir ein j ¢ = a; U b; <C 1 ist,
Wir nehmen an, daB j = 1. Es sei ¢ (] b; = bF (< &;). Dann gilt b] U b7 =
=bUlenb)=cn(BiUb)=cnl=c

Ist ¢ > b1, so gilt ¢ = (b X bj),. Aus a; < c folgt weiter ¢ = (a; X

X (¢ N a1)),. (Der Fall a) = ¢ ist trivial.) Ist weiter df = (¢, X ... X )y
eine Zerlegung von b} in | -direkte Vereinigung | -unzerlegbarer Elemente,
so gilt fiir eine Teilmenge z. B. {c,, ..., ¢} von {¢;,...c,} die Beziehung

c=1(c; X ... X ¢ XbyX...Xby),.

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt dann entweder ¢ = (b; X
X (¢ N ag)), (i > 2)oderc= (¢; X (¢ N a5)),. Betrachten wir erst den zweiten
Fall. Bs gilt ¢;Ua{=cU(cNa;))Ua;=cUaj=1 Da ¢Na;=c¢N
N (¢ N ay) ist, gilt nach (1L 5) auch 1= (¢; X ay),.

Wegen ¢; < bf < b, folgt b = (¢; X (a1 N by)),. b, ist aber | -unzer-
legbar und so mu8 b, = ¢;; und damit auch b, = b} gelten. Das ist aber nach
unserer Voraussetzung unmoglich. Es gilt also ¢ = (b; X (¢ Nay)); d.h.
1= (b; X a3),. a; ist folglich gegen b; austauschbar.

Ist ¢ = b, so gilt a; < b] und nach der Induktionsvoraussetzung ist
dann g, gegen einem b; (i >> 2) austauschbar.
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(2) Der zweite Fall ist, wenn fiir jedes j (j=1,2,...,m) aq, Ub; =1

gilt. Wenn &; U a; < 1 fiir jedes j, so konnen wir, wie unter dem ersten Fall,
b, gegen aj, b, gegen aj usw. austauschen.

Es gibt also ein j, so daB j' = 1 ist, folglich mufl b; U a; = 1 gelten,

was der Voraussetzung widerspricht. Es existiert also ein j, z. B. j = 1, daB}
b, Uai =581 U a, =1 ist. Axiom (| 4) sichert dann b, | a; d.h. a, ist gegen
by austauschbar.
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