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Eine Verallgemeinerung des Satzes von Schmidt-Ore

Von E. T. SCHMIDT (Budapest)

1. Fiir modulare Verbinde von endlicher Linge sind die folgenden wichtigen
Sitze bekannt, die sich mit zwei verschiedenen Zerlegungen beschiftigen.

Der Satz von Schmidt-Oret). Sind in einem modularen Verband von endlicher
Liange zwei Zerlegungen des Einselementes | = a, Xa, X... Xa, = by Xb, X... X5,
in direkte Vereinigung unzerlegbarer Elemente gegeben, so ist n=m und jedes
a; ist gegen einem passenden b; austauschbar, so daB 1 = a; X... Xa;_y Xb; X
Xai+1 X ... Xa,, gllt.

Der Satz von Kuro§-Ore. In einem modularen Verband seien 1 =a,ua,U ... Ug,
und 1 =b, ub,u ... ub, zwei unverkiirzbare, irreduzible Vereinigungsdarstellungen
des Einselelementes, so gilt #=m und jedes g; ist gegen einem passenden b; aus-
tauschbar, sodaB 1=q,U...uag_;Ub;uUa;, U ... Ua, wieder eine unverkiirzbare
Vereinigungsdarstellung ist.

Die Ahnlichkeit zwischen den beiden Sitzen ist im ersten Augenblick auf-
falend. Wir wollen in dieser Note zeigen, dafl diese Sétze eine gemeinsame Verall-
gemeinerung besitzen. Das Hauptergebnis formulieren zu koénnen, miissen wir
einige Begriffe einflihren. ‘

Im folgenden soll L stets einen modularen Verband von endlicher Linge be-
zeichnen. Gegeben sei weiter ein Ideal 7 des Verbandes L. Es wird vorausgesetzt,
daBl I der Kern eines Homomorphismus ist.

Eine endliche Teilmenge {a,,a,, ..., a,} von L wollen wir Iunabhdngig nen-
nen, falls fiir jedes i (i=1,2, ..., n) die folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

() g, und g, U ... Uag,_,Ug V... Ua, sind unvergleichbar;
(i) g;n(@v...va_va V... ua)EL

Das Element a¢ L bezeichnen wir als die I-direkte Vereinigung der Elemente
ay,ds, ..., a8, und schreiben dafiir a = a; Xa, X ... X @, wenn a=gq,Va, ... Ua,
gilt und {a,, a,, ..., q,} eine I-unabhingige Teilmenge von L ist. Ein von O ver-
schiedenes Element ¢, das sich nicht als I-direkte Vereinigung zweier von g ver-
schiedenen Elemente darstellen 1aBt, wird I-unzerleghar genannt.

Wir sind nur in der Lage, unseren Satz formulieren zu kénnen.

1y In der Literatur wird auch der Satz von Krull-Ore genannt.
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Satz. Es sei L ein modularer Verband von endlicher Linge und I der Kern eines
Homomorphismus von L. Sind zwei Zerlegungen des Einselementes

1 = atxazx ree Xa,,,
und '

1 = bl >’<b2>‘< caw Xbm
in I-direkte Vereinigung I-unzerlegbarer Elemente gegeben, so ist n=m und jedes
a; ist gegen einem passenden b; austauschbar, so daf 1 = a;X... Xy Xb; X
K@ X Xat, gilt.

Das Nullideal I,=(0] ist offensichtlich der Kern eines Homomorphismus.
Die I,-Unabhingigkeit bedeutet die gewdhnliche Unabhéngigkeit und so erhalten
wir damit den Satz von Schmidt-Ore. Fiir /=L ergibt sich der Satz von Kuro§-Ore.

Den Beweis des Satzes erbringen wir im § 3. Im § 2 beweisen wir einige einfache
Hilfssitze.

2. Als erste Vorbereitung zeigen wir den

, Hilfssatz 1. Es sei I der Kern eines Homomorphismus von L. Aus boveel, x¢l,
folgt bn(cux)el

Bewess. Ist @, die kleinste Kongruenz mitdem Kern J, so gilt x=xn(bnc)
(@) und folglich xuc=[xn (b o)]uc=c(@)). Darausergibtsichaberbn(xuc)=
= bne (@), dh. mit b€l ist auch bn(cux) in I enthalten.

Eine endliche Teilmenge 4 von L wollen wir unverkiirzbar nennen, wenn fiir

jedes ac A
Vhi#Vh
héd hEA
h¥a
gilt. Ist A’ unverkiirzbar, 4’C 4 und V = V k, so sagen wir, daB 4’ eine minimale
keA' k€A

Teilmenge von A ist.

" Hilfssatz 2. Es sei A={a,, a,, ..., a,} eine unverzkiirzbare Teilmenge von L
und bezeichne I den Kern eines Homomorphismus. A ist dann und nur dann I-unab-
héngig, wenn fiir jedes i (1 <i=n)
¢} Can(@Va,u...va._)el
gilt.

Bewers. Falls A4 J-unabhingig ist, ist (1) trivialerweise erfullt. Fiir den Beweis,
daB aus (1) die I-Unabhingigkeit von A folgt, werden wir durch Induktion nach
k zeigen, daB {a,, a5, ..., @} (1 <k =n) I-unabhingig ist. Fiir k=2 folgt die Aus-
sage, aus (1), wenn wir einfach k =i=2 setzen. Nehmen wir an, daB die Behauptung
fiir k — 1 schon bewiesen ist. Wir miiBen dann zeigen, daB fir jedes j (j=k)

=@ V.. va_ VY. va)el

gilt. Fiir j =k folgt die Behauptung aus (1). Es sei nun j<k. Setzen wir u=a,u ...
U Ul U Uy, 80 8t ¢y =a; N (uu ay). Wegen der Modularitit kdnnen
wir schreiben: cJ:ajm(auak):(ajn (uuaj))n(uuak):ajm{(uua}-)r\(uuak)] =
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=a;n[uu((wua;)na)l. Aus(1)folgtaber a;nuclund (wua;) Na, €1; wir kdnnen
also den Hilfssatz 1 anwenden und so erglbt sich ¢; €1 (Be1 der Anwendung des
Hilfssatzes 1 wihlen wir b=g;, c=u und x=(uua; )nak )

Hilfssatz 3. Es sei A={a,, ..., a,} eine Teilmenge von L. Wenn fiir jedes i
(I<i=n), a;n(a V... va;,_ ) gilt, so ist jede minimale Teilmenge von A I-unab-
hingig.

Bewsss. Es sei B={q;, ..., a,} (i,<i;, wenn r<s) eine minimale Teilmenge
von 4. Dann gilt

@ O, V. ua;

et

=g n(alu ua, ~u€elL
Die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 sind also erfiillt und soist B I—unabhang:g ,

FoLGerunG 1. Ist & = aXa,; X ... Xa,, &’ = bXc, so ist einer der folgenden
drei Zerlegungen erfullt:
a=>bXcXa;X..Xa,,
oder
a=bXa;X...Xa,,
oder
a4 =cXay X ... Xd,.

Bewess. A={b, ¢, a,, a, ..., a,} enthilt eine minimale Teilmenge. Sie enthalt
dann offensichtlich jedes g (l<z<n) A ={ay, a,, ..., a,} ist aber noch keine
minimale Teilmenge von A, folglich muB jede minimale Teilmenge auch mindestens
eines von b und ¢ enthalten. Die minimale Teilmengen kénnen also nur {b, 4},
{c, A’} oder {b,c, A}=A sein.

FoLGERUNG 2. Jedes Element 148t sich in I dxrekte Vereinigung I-unzerlegbarer
Elemente zerlegen.

Bewess. Es sei /=1[(a) die Linge von a. er werden unsere Behauptung durch
Induktion nach [ zeigen. Ist I{a)=1, so ist ¢ J-unzerlegbar. Es sei nun /{g)>1.
Wenn g unzerlegbar ist, so sind wir fertig. Wenn das nicht der Fall ist, so existiert
eine Zerlegung a4 = bXc. Wihlen wir diese Zerlegung so, daB I(c) minimal ist.
Nach Folgerung 1 ist dann ¢ I-unzerlegbar. Nach der Induktionsvoraussetzung
148t sich b in I-direkte Vereinigung Iunzerlegbarer Elemente zerlegen:

b = bl sz;( s ka.
Fiir die Menge {b,, b,, ..., by, ¢} ist dann (1) erfiillt, und so aus Hilfssatz 3 folgt
unsere Behauptung,
Hilfssatz 4. Ist | = aXa’ und a<b=1, so gilt b = aX(bna’).

Bewess. Wegen der Modularitit gilt au(dbnad)=bn{ava)=bnl=>b. So
sind aber ¢ und bna’ unvergleichbar. SchlieBlich aus ana’€7 folgt wegen der
Ungleichungan(bna)=and, daBan(bna’)in Tenthaltenist, dh. b=a X (bna’).

3. BEwWEIs DEs SATZES. Ist 1 = ¢, X¢, X ... Xc,, so soll ¢; das Element
CLV UG UG Y ... Ue, bezeichnen. Wir werden durch Induktion nach der
Linge des Verbandes zeigen, daB jedes a; gegen einem b; austauschbar ist. Ohne
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Beschrinkung der Allgemeinheit geniigt, den Fall i=1 zu betrachten. Zwei Falle
werden wir diskutieren. .
(@) c=a,ubj<l fiir ein j, z.B. j=1.Das Element ¢ b, bezeichne b}. Es
gilt also bt <b,.
Ist c=b71, so folgt a, =b7; das Element a, ist also nach der Induktionsvoraus-
setzung (er betrachten den Verband (b{]) gegen einem b; austauschbar (i=2, 3, .
m). Wir konnen also im folgenden ¢=b; annehmen. Nach Hilfssatz 4 gilt dann
die Bezichung ¢ = b xb7. (Der Fall g, =c ist trivial.) Ist weiter b = ¢; X ¢, X
X ... X ¢, eine Zerlegung von b} in I-direkte Vereinigung I-unzerlegbarer Elemente,
so gilt nach Folgerung 2 des Hilfssatzes 3.fur eine Teilmenge z. B. {c,, ¢, ..., ¢;}
(t=r) von {c,,¢,, ..., ¢}, daB

€= e XCyX oo X Xby X oo X by

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt dann entweder ¢ = b; X(cnaj) oder
¢ = c¢;X(cnaj) (j=t). Zuerst betrachten wir den zweiten Fall.

cjua; = c;ju(cnap)ua; =cua; =1,
cinay =c¢;n(cnayp)el, dh ¢;Xa; =1

Wegen ¢;=b}<b, und Hilfssatz 4 folgt weiter b; = ¢;X(a;nb;). by ist aber
I-unzerlegbar und so muB &, =c; und damit auch b, =7 gelten. Das ist aber nach
unserer Voraussetzung unmdoglich.

Es gilt also c¢=b;X(cnaj) (i=2) und so 1 = b;Xa], d.h. a, ist gegen b;
austauschbar.

(b) ay, Ubj=1 fir jedes j (j=1,2,...,m). Wenn b;ua;<1 fir jedes j, so
konnen wir nach (a) b, gegen a,., b, gegen a,., usw. austauschen. Es gibt also ein
J, so daB j =1 ist, folglich mul b;ua;=1 gelten was der Voraussetzung wider-
spricht. Es existiert also ein j z. B. ]—1 daB b;ua;=b,vai=1

Wir haben also

a, Xay; =1, bjua; =1, alubizl.

Betrachten wir den Faktorverband L/I. Fiir ein a¢ L soll*a das Bild von a in L/I
bei dem natiirlichen Homomorphismus L - L/l bezeichnen.

(b)) +1(ay) = I(byva)+1(b,nay) = IN)+1(b,nay) =
= l(a)+Il@ay+1(b,nay), dh Ib)—Ila)=1Ib,nay)=0.
Genauso, aus a, Ubj=1 erhalten wir auch
(@) —1(b,) = (@, nby) =0,

d.h. I(b; na;)=0: Das bedeutet, daBl b, na; zu I gehort; aq, ist also gegen b, aus-
tauschbar. ' b
Damit ist die zweite Behauptung des Satzes bewiesen.
Die erste Behauptung ist eine einfache Folgerung der zweiten.

4. Wir zeigen, daB jede Zerlegung 1 = @; Xa, X ... Xa, in I-direkte Verei-
nigung I-unzerlegbarer Elemente in einem distributiven Verband eindeutig -ist.
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Ist 1 = b, Xb, X ... Xb,, eine weitere Zerlegung, wo jedes b; I-unzerlegbar ist, so
gilt n=m und wir konnen selbstverstindlich annehmen, daB} a; gegen b; austausch-
bar ist. Es gilt also:

1 =aq,Xa;, 1=b,Xd}.

Dann sind b, und a; offensichtlich unvergleichbar und gilt b; <a, Uaj. L ist aber
ein distributiver Verband, d.h. b, =cud, c=a,, d=aj fir gecignete Elemente
c,dc€L. Wire b,£a,, so wiirden wir daraus b, =cXd erhalten; b, ist aber
I-unzerlegbar, und so muB b, =a, gelten. Ahnlich 148t sich auch a; =b, zeigen,
d.h. a,=b,.

Literatur

G. BirkHOFF, Lattice Theory, New York, 1967.

(Eingegangen am 7. Januar 1969.)



