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§ 1. Einleitung

Eine universale Algebra oder kiirzer Algebra ist ein Paar (4, F), wo 4 eine
Menge und F die Gesamtheit der in A4 definierten Operationen mit endlich vielen
Veridnderlichen ist. Bezeichne G(4, F) die (volle) Automorphismengruppe von
(4, F). G. BIRKHOFF [1] hat gezeigt, daB sich zu jeder Gruppe G eine Algebra {4, F)
finden 146t so, daBl G=G(4, F). Die Kongruenzverbinde der Algebren charak-
terisierend, haben G. GrATZER und Verf. [3] bewiesen, daBl zu jedem kompakt
erzeugten Verband! V eine Algebra (4, F) existiert, so daBl der Kongruenzver-
band @(4, F) dieser Algebra mit ¥ isomorph ist. (Dal die Kongruenzverbinde
stets kompakt erzeugt sind, haben G. BrkuOFF und O. FrRINK [2] schon friiher
bewiesen.) In dieser Arbeit wird die Beziehung zwischen der Automorphismengruppe
und dem Kongruenzverband einer Algebra untersucht. Wir werden zeigen, daB
die Automorphismengruppe von dem Kongruenzverband vollig unabhingig ist,
genauer: es besteht der

SATZ. Zu einer beliebigen Gruppe G und einem beliebigen kompakt erzeugten
Verband V existiert eine Algebra (A, F), so daf die Automorphismengruppe von (A, F)
mit G und der Kongruenzverband von (A4, F) mit V isomorph ist.

In § 2 dieser Arbeit werden einige Hilfssdtze, z. B. iiber freie Algebren bewiesen.
In § 3 wird eine einfache Algebra? mit gegebener Automorphismengruppe konstruiert.
in § 4 findet sich der Beweis des Satzes, schlieBlich werden in § S einige Folgerungen
bewiesen.

§ 2. Hilfssiitze

(A. F) ist eine universale partielle Algebra — oder kiirzer partielle Algebra —
wenn die Operationen ¢(x,, x,, ..., x,) € F' nicht unbedingt iiberall in 4 definiert
sind. Es sei (4, F) eine partielle Algebra und ¢(x,, X,, ..., x,) € F. Bezeichne D (4, F)
die Menge der n-Tupeln (a4, a5, ..., a,), (a;€ 4), fir welche ¢(ay, a,, ..., a,) definiert
ist. Wir nehmen zu jedem n-Tupel (u,u,, ..., u,)§ D (A, F) ein ncues Element
X, so daB aus (uy, uy, ..., 4,) #(vy, 05, ...,0,) stets X, o, FX, e

U1, U2, .00

folgt.

! Das Element a eines vollstindigen Verbandes heifit kompakt, wenn aus a=V(x,; AcA)
stets a=V(x,; A€ A") fiir eine endliche Teilmenge 4’ von A folgt. Der vollstindige Verband heilB3t
kompakt erzeugt, wenn jedes Element die Vereinigung kompakter Elemente ist.

2 Die Algebra (4, F) heifit einfach, wenn sie nur die trivialen Kongruenzrelationen besitzt,
also @(A4, F) aus hochstens zwel Elementen besteht.
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Bezeichne 4, diec Menge 4 zusammen mit den neuen Elementen X,, ,,,

Wir definieren Operationen in 4, und so entsteht eine neue partielle Algebra (A‘p, F )

1. Fiir y € F, ¢ # ¢ sei Y(a,,a,, ..., a,) dann und nur dann definiert, wenn
@@y, -.» ay) €Dy(A, F);

2. glay, a,, -.., a,) habe dieselbe Bedeutung, wie in (4, F), wenn (a,, a;,...,@,) €
€D (4, F). Wennallea €4,aber(a,,a,, ...,a,)§ D4, F),sosei p(ay, ay, ..., @)=
=Xa1,a2, ; fiir andere n- -Tupeln ist ¢ nicht definiert.

Konstruleren wir (4,, F) fir alle g€F, so daB 4,AN4,=4 fir o=y
(@, Y€ F). Es sei (4° F)=(4, F), (4", F)_ v (AWF) (42, F)w v (4%, F) und

so weiter, und (4, F)= \/ (4%, F).

Es sei (4, F) eine (partlelle) Teilalgebra von (4, F') d.h. ACA, FEF.
Die Kongruenzrelation @ €@(4, F) 146t sich auf (4°, F’) erweitern, wenn ein
ocow, F)exmlert so daB x = y(0) (x, y € A) dann und nur dann, wenn x = ¥(O).
Wir nennen & die Erweiterung von ©. Es gilt der

HiLrssatz 1. (4, F) ist die durch (A, F) erzeugte freie Algebra.® Jede Kongruenz-
relation von (A, F) besitzt eine Erweiterung in (4, F).

Bewsis. Siehe [3], Sétze 5 und 11.

HILFSSATZ 2. Jeder Automorphismus von (A, F) ldft sich eindeutig zu einem
Automorphismus von (4, F) erweitern.*

Bewes. Ist a(x) ein Automorphismus von (4, F), so erweitern wir a(x) auf
(4L, F) folgendermafBen: es sei

a(@Gey, Xa, oo X)) = o), a(xy), .o (X))

Somit ist o(x) offensichtlich ein Automorphismus auf (4*, F). Ebenso kénnen wir
o auf (42, F) erweitern usw., d. h. « ist auf (4, F) erweitbar. Die Eindeutigkeit
ist offensichtlich. Q.e.d.

Zum Hilfssatz 3 brauchen wir einige weiteren Begriffe.

Sind x, y Elemente einer partiellen Algebra (4, F), so existiert eine kleinste
Kongruenzrelation @, mit x = = (0, ,).

Es sei (4, F) eine partielle Algebra, die nur die folgenden partiellen Operatio-
nen besitzt:

(@) o' (xy, X5, ..., x,) (v€Q;, n=n(v)) sind beliebige Operationen, und

(b) partielle Operationen: ¢#(x,y) (i=1,2,3, p€Q;) mit Dyu(d, F)=
{(a*, a%)}, Dyu(4, F) = @, Dou(4, F) = {(b", bE), wo a* b, at, br gewisse
Elemente von 4 und 2, eine behebxge Indexmenge sind.

Die Kongruenzrelation @ von (4, F) heisse zuldfig, wenn fiir alle €, aus
a*=b*@) und G* = bH(0O) stets ¢¥a*, a*) = ¢4(b*, b*)(@) folgt.

3 D, h. wenn (B, E) durch (4’, F)S (B, E) erzeugt ist, so daB x—x’ ein Isomorphismus zwi-
schen (A4, F) und (A4', F) ist, dann ist dieser Isomorphlsmus zu einem Homomorphismus von
(4, F) auf (B, E) erweitbar.

+ D. h. zu jedem e G(A4, F) gibt es ein ¢ G(4, F), so daB a(x)=a(x), wenn x€ 4.
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HiL¥ssatz 3. Es sei in (A, F), fiir beliebige x,y€A (x#y) und «€G(A, F),
e

v = Ox, ayy VOrausgesetzt, daff x #ua(y). Es seien ¢i(a*, a*), ¢4(b*, b*) Fixelemente®
fiir jeden Automorphismus von (A, F). Die partielle Algebra (A, F) laft sich zu einer
Algebra (* A, F) derart erweitern, daf} eine Kongruenzrelation @ von (A, F) auf (14, F)
dann und nur dann erweitbar ist, wenn © zulifiig ist. Gilt ferner u, v 4, so existiert
eine kleinste kompakte Kongruenzrelation O (u,v) €O (A, F) so, daf u=v(0 (u,v)).®
Jeder Automorphismus von (A, F) ist auf (1A, F) erweithar.

3
Beweis. (A%, F) sei eine Erweiterung von (4, F): (4%, F)= \ (4
i=1

¢i(d", @) = ¢i(a(ad"), a(@)),
gL (2B, 2(B") = g5 (BB"). B(B"),
g2(x(a"), 2(@)) = ¢5(B(@"), p(@).
75 (B, a(b") = ¢5(b", b,
fir beliebige x. G4, F) (s._z_ﬁ\_bb.).

Wir definieren (‘4, F)=(V 4" F), wo A" AA" =A(u, # u,). Bs sei @ cine
beliebige Kongruenzrelation mit a “=b"(0), @ =b"(O) (ueQ,) und bezeichne
O die Erweiterung von @ auf (‘4,F). So besteht ¢f(a", 3")= Pt ", b")(O)
(i=1,2,3) und da ¢i(p, Py=¢} (b“, B, ¢3(a", @) =¢h(d", @), erhalten wir
Fi(d', @)=¢5(", ") (0). Das bedeutet, daB @ zulaBig ist.

Es sei O eine zulidBige Kongruenzrelation von (4, F). Wir zeigen, dall @ auf

(14, F) erweitbar ist. Da (*4, F)=(VA*, F) und A"\ A" =4 (u, 5 p,), geniigt es
nach Hilfssatz 1 zu zeigen, daBl @ auf

F)so, daB

o

1edes (A", F) erweitbar ist. Definieren
wir die Relation O* auf (A*, F) fol- pitx,

e}
gendermalen: Pl a{a’ﬂii)

I u=v(0*), u, vcA bedeute
u=rv(@);

I u=v(O0*), u, veet(4, A)T7
Cheu=qix, X), 0=0M, 7). (X, X, y,
< A4) bedeute, dall Flemente xX=1zp,

=y ound X=2z4,2;, ..., 5, =F
exlsneren so daBl z,_, _z,(@) und
z; 1 =z,(0) gleichzeitig, oder z;_, =
=a(x),z;=B (y).z,- =a(X), z;= B(J)
fiir gewisse Automorphismen a, f.

Fiir andere Paare u, v ist v =v(G@*) nicht definiert. ©* ist eine symmetrische
und reflexive Relation mit der Substitutionseigenschaft. @ bezeichne die transitive

Erweiterung von ©*. @ ist offensichtlich eine Kongruenzrelation in (44, F) und.

Pty alb®))= Wé’fﬁ(b")ﬁ(b"‘))

) ( Cplixy)
w;‘(a(m(b@:

pitate’, ola"))=ps (B’ fla*l)

S
_.l R o

tpg’(x.vl

* x heiBt Fixelement beziiglich «, wenn o«(x)=x.
¢ Ofu,v) ist die Erweiterung von ©(u, v}< @(A, F) auf (14, F).
T p#(A4, 4) bedeutet die Menge aller Elemente ¥ (x, 3) (x, y€ 4).
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— wie man leicht einsehen kann — stimmt @ mit ©* auf A iiberein, d. h. @
ist erweitbar.

Die zweite Behauptung, d.h. daB zu beliebigen u, v€(*4, F) eine kleinste
zuliBige kompakte Kongruenzrelation ©(u,v)€@(A4, F) existiert so, daB wu=
=v(O(u,v)), 148t sich ebenso beweisen, wie Satz 7 in [3]. Nach Hilfssatz 2 geniigt
es zu zeigen, dal} jeder Automorphismus a(x) von (A, F) auf (4%, F) erweitbar ist.

Die Erweiterung von « sei folgendermaBen definiert: (¢! (x, %)) = g(a(x), a(X)).
Da aber ¢¥(a*, @), ¢*(b*, b*) Fixelemente sind, ist z offensichtlich ein Automorphis-
mus.

HiLrssatz 4. Es sei in (A, F) die folgende Bedingung erful/r

() Fiir beliebige x,y€A, x#y und «€G(A, F) sei @, =0, a(y), UOFAUS-
gesetzt, dafl %(y)#Xx.

Dann ist (x) auch in (*4, F) erfiillt: ©(x,y) =0(x,a(p))(x #y, x=2(3)).2

Bewers. Wir geben den Beweis in zwei Schritten. Erstens werden wir zeigen.
daB falls () in (4, F) erfiillt ist, so ist es auch in (\/ 4%, F) erfiillt. Zum Beweis

n
miissen wir fiinf Fille diskutieren; da sich diese dhnlich beweisen lassen, werden
wir nur einen Fall besprechen.

Es sei u=q¢f{(x,X) und v=¢4(», ). Soist @, =0, 1. UO;3 U0, ,.UO5 5.
(siehe [3] Lemma 3). Nach der Voraussetzung ist O, b= Oy pu, O35 5= Oy5) pn
und o (v) =g4(x(y), 2 (), d.h. 0,,=6,

Es sei nun (%) in (B, F)= (\/A“ F) erfullt Wir miissen zeigen, daBl ()

auch in (B, F) gilt. Offensichtlich genugt es zu zeigen, dal (*) in (B, F) (¢€F)
erfiillt ist. Ist u,v€ B, so ist die Behauptung trivial. Es sei uEB und vé§B, d. h.

v=g(xy, ..., x,) fiir gewis e x;, x,, ..., x,€B. @, , ist mit O, , U \/ 0., ., identisch,
i=1
wo a=g¢(ay, ..., a,)€B, a;€ B ([3], Satz 4). Nach der Voraussetzung gilt @, , =
=04, 009, d-h. O,,=0, ,UV 0O, ,,y=0, «,  Ebenso geht der Beweis, wenn
i=1 v

u,vé¢ B.
HILFSSATZ 5. Es sei V ein kompakt erzeugter Verband. Dann existiert ein Halb-
verband H mit Nullelement, so daf der Idealverband I(H) von H mit V isomorph ist.

Bewgss. Siehe z. B. [3].
BEMERKUNG. H besteht aus den kompakten Elementen von V.

§ 3. Eine einfache Algebra mit gegebener Automorphismengruppe

HILFSSATZ 6. Zu einer beliebigen Gruppe G existiert eine einfache Algebra (C, Fy),
so daf3 G(C, F;)=G.

BewErs. Wir schicken einen Spezialfall voraus, nimlich wenn G aus einem
Element besteht.

8 @(x, y) ist die Erweiterung von @(x,y) auf (*A4, F).
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Ist G={e}, so sei (C, F,) der [\-Halbverband mit zwei Elementen, also
C={0,1}, F;={0}.

So kOnnen wir voraussetzen, dal G mindestens zwei verschiedene Elemente
enthalt. Wir definieren die Algebra (C, F,) folgendermaBen: C bestehe aus G und®
zwei neuen Elementen 0 und 1, also sei C={6, 0, 1}. Die Elemente von F; seien:

1. jedem a€G(=C) ordnen wir eine Operation f,(x) zu, so daB f,(x)=x-a
fiir x€G (-7 st die Gruppenoperation in G) und f,(0)=0, £, (1)=1;

2. x{y (x, y€ C) ist eine kommutative, assoziative und idempotente Operation,
so dal aNbh=0 wenn a=b und @, b¢G;c0=0,cN1=c fir beliebiges c¢C;
(diese Verkniipfung definiert cine Ordnungsrelation in C; x=y dann und nur
dann, wenn x[\y=y);

3. ¢p(x): g()=¢(@)=1 wenn a#0 und ¢(0)=0.

Wir werden zeigen, dall G(C, F,)=G. Die Abbildung o,(x) sei fir alle a€G
folgendermaBen definiert: a(x)=a-x wenn x€G und 2,0)=0, o (1)=1. a,(x) ist
ein Automorphismus, namlich f(#(x))=a,(f,(x)), o(xNy)=0,(x) Na(») und
1 (X)) = g (o,(x)).

Es sei z{x) ein beliebiger Automorphismus von (C, F,). Zuerst werden wir
zeigen, dall 0 und 1 Fixelemente sind, d. h. 2(0)=0, «(1)=1. Wenn «(0):#0, so
folgt aus x710=0 die Relation a(x) Na(0)=a(0), d. h. «(x)==x(0), also a(x)=1
fur jedes x # 0. Da G mindestens zwei Elemente x, y » 0 enthilt, folgt x(x) =x(y) =1,
also x=y. Dieser Widerspruch zeigt, daf} «(0)=0. Anderseits, wegen 1[lx=x
(x € G) erhalten wir 2(1) Na(x) =a(x), d. h. a{l) =a(x) fiir jedes x€G, also x(1)=1.

Jetzt beweisen wir, daf} sich jeder Automorphismus a{x) von (C, Fy) in der
Form #,(x) schreiben 14Bt. Es bezeichne e das Einselement von G und a=ua(e),

s I 2(x) = (1)) = /i(3()) =fil@) = a-x = 0, ().

Zum Schluf3 miissen wir beweisen, dafi die Abbildung a—a, (¢€G) ein Iso-
morphismus zwischen G und G(C, Fy) ist. Nun ist o,2,(x)=0,(b-x)=a-(b-x) und
(X)) =(a-b)x, also o, =o,0,. Ferner folgt aus a=b, stets a(e)=a,{e) d. h. a—q,
ist ein Isomorphismus.

DaB (C, F,) einfach ist, zeigt eine triviale Rechnung. Q.e. d.

§ 4. Beweis des Satzes

Es sei J ein kompakt erzeugter Verband und G eine Gruppe. (C, F;) sei wie
in§ 3 definiert. H ist der Halbverband der kompakten Elemente von ¥, also I(H) = V.
Wir konstruieren erstens eine partielle Algebra (B, £7), so dal @(B, E')=V und
G(B, E)=G.

Jedem A€ H, k=0 (wo o das Nullelement von H bezeichnet) ordnen wir eine
Algebra zu, welche mit (C, F,) isomorph ist und welche mit (C,, Fy) bezeichnet
wird. Die Elemente von (C,, F,) sind ¢, (c€C). Wir werden voraussetzen, dafB
C,AC,=0, wenn A=k (h, k€ H, h k#0). 0 ist das Nullelement von C,.

Betrachten wir die Vereinigungsmenge dieser Algebren (C,, Fy); also sei
B=\ C,, Es bestehe E” auBer den F,={f,, N, ¢(x)}'° noch aus

h

# Im folgenden werden wir die Menge G als eine Teilmenge von C auffassen.
2 Die Operationen f., p{x) sind trivialerweise auf B erweitbar, und es sei ¢, Nc=0 wenn
=k so ist auch = auf B erweitert.
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L. pulx, ¥): Dq;,.k(B, EY)= {(0, 0), (1, 11;)}; undzwar @, (0, 0) =0, pu(l,, 1) =
=l (B#K);
2. 8,(x):8,(c)=c; wenn h=k, sonst ist J,(c,)=0.

Es sei E, = {ﬁv ﬁ’ (p(x,)a q)hk(xﬂ y)v (51:(-x)}'

Wir behaupten, daB ©(B, E)=~I(H) (=V) und G(B, E)=G. Da (C, Fy)
einfach ist, ist jede Kongruenzrelation @ in (B, E’) durch I(©) = {o,h; h€ H,1,=0(0)}
eindeutig bestimmt. Zuerst beweisen wir, dal /(@) ein Ideal in H ist: Ist A, kel(®),
so gilt 1,=0(@) und 1, =0(0), d. h. 1., = pu(ls, 1) = pu(0, 0) =0(6O); das bedeu-
tet: 1\ k €1(0@). Anderseits folgt aus A=k, k€ 1(0) ersichtlich 1,=0(@), und so
1, =0,(1)=8,(0)=0(0), d. h. h€I(O). Somit ist I{(@) ein Ideal von H.

Nun sei /€I(H) und wir zeigen die Existenz eines @ € @(B, E') mit /(@)=L
Zur Definition von @ geniigt es anzugeben, wann 1,=0(@) gilt. Es sei 1,=0(0)
.dann und nur dann, wenn k€ H. Man kann leicht zeigen, daBl I=/(0).

Folglich ist @ — I(O) eine ein-eindeutige ordnungserhaltende Abbildung zwischen
@ (B, E’y und I{H), sie ist also ein Isomorphismus.

Es sei «(x) ein Automorphismus von (B, E”). Zuerst zeigen wir, daBl ale,y€C,
und «(1,)=1,,2(0)=0. Da a(x) ein Automorphismus ist, gilt 8oy W)=
=a(3,(cpvi)) =(cy), d. h. a(c,)€C,. Damit haben wir gezeigt, daB o auf jedem
(C,, Fy) einen Automorphismus o*(x) induziert, folglich miissen a(1,)=0a"(1,)=1,
und o(0) =x"(0) =0 bestehen. Wenn wir einsehen konnen, dafl diese «* demselben
a, entsprechen, so sind wir mit dem Beweis von G(B, E') =G fertig. Es sei i, k€ H,
hkzo mit ale)y=ci (¢, €C). Sfalcw))=a(d(c0)=alc)=ci, d.h
8u(x(cpu)) =ch, also afe,y) =ch,x. Daraus folgt 6, (a(c;vi)) =2(3uleave)) und so
ci =ale). Q.e.d.

Wir wenden Hilfssatz 3 auf (B, E’) an. Wir verdndern (B, £7). Die neue par-
tielle Algebra (B, E) habe dieselben Operationen wie (B, E), nur definieren wir

statt gnlx, y) die partiellen Operationen ¢§,k(x, y) (i=1,2,3). Es sei:
Dwik(3> E)= {(Ih’ 19}
Dy (B, E)= 1,
Dys (B, E)={(0,0)},

und q’f}k(lha lk) - Ihvk: ¢f?k(05 0}:0'

Alle von g, (x, ) verschiedenen, partiellen Operationen von (B, E’) waren
Operationen. Offensichtlich hat (B, E) mehr Kongruenzrelationen, als (B, E "), aber
die zulissigen Kongruenzrelationen von (B, E) sind den Kongruenzrelationen von
(B, E") gleich.

Um Hilfssatz 3 anzuwenden, miissen wir noch zeigen, daB 0, =60, .,
(x#y, x=a(p), 0 €G(B, E)). Wenn x=c,, y=c4, so ist dic Behauptung klar, da
(C,, Fy) einfach ist. Es sei x=c¢,, y=c{, wo h=k. Aus ¢,=ci(O) folgt dann
a=c,0c, = ¢,Neci=0(0) und c¢; =0(O). Dann ist aber «(c)=0(0), also
e, =a(ct)(0) und x=x(y)(O). Mittels ¢! ergibt sich x=y(0) aus x=a(y)(O),
also ist O, ,= 0, ,,,. Somit kénnen wir den Hilfssatz 3 anwenden, wir konnen
also die Algebra (B, E) konstruieren.
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Nun definieren wir zu jedem u, v €'B drei neue partielle Operationen /lf,,,(x, X)
(i=1,2,3) so, daB}
D),:‘ v(iB, E) = {(u, u)},

Dﬂ.av(IBa E): Oa
D;‘i U(IB, E) = {(U, D)},

und /s du, Wy =a(u, v)=1, und 1,,(v,0) =0, wo a(u,v) bezeichnet das Element von
B. so daB 8,y ,,0 =0, , (Hilfssatz 3). (Es ist klar, dass jede kompakte Kong-
ruensrelation von (B, E) sich in das Form @,, , schreiben ldBt. Also wir konnen
a{u, v): 1, annehmen).

Es sei (!B, E') die (!B, E) zusammen mit diesen partiellen Operationen
fup. Wir behaupten, daB eine Kongruenzrelation @ von (!B, E') dann und nur
dann zuldssig ist, wenn sie die Erweiterung einer in (B, E) zulidssigen Kongruenz-
relation ist. Es sei @ eine zuldBige Kongruenzrelation von (1B, EV), und es sei ©@
die Kongruenzrelation von (B, E), welche durch & induziert ist. Fs sei u=v(®),
u,v€LB, P ist zuldssig, so a(u, v) =0(P), also a(u, v) =0(O). Wir erhalten, daB in
(B, E) die Relation @, ., =0 gilt. Es gilt

U= U( @a(u. v), 0),

folglich u=uv(0), und so @ =4¢. Ist anderseits ¢ =6 mit gewissen O CO(B, E)
und u=v(P). so besteht O, ., =60 gemiB der Definition von a(u,v). Es folgt
a(u, ) =0(P), d. h. @ ist zuldBig.

Nun konstruieren wir aus (1B, E') die Algebra (*B, E') mit derselben Methode,
wie (1B, E) aus (B, E) konstruiert wurde, usw. So erhalten wir die Kette (°B, E0) =
=(B, EYS(*B. E') = (*B, E®)C.... Es sei

(4, /)= V (B, EY.

(4, F) ist offensichtlich eine Algebra. Jede zulidssige Kongruenzrelation von
(B, E) kann auf (4, F) erweitert werden und (4, F) hat keine anderen Kongruenz-
relationen: ist ndmlich ®€©(4, F), so induziert diese eine Kongruenzrelation
&, auf ("B. £") (n=0, 1, ...). Aber @, ist zu ("+1B, En+1) erweitbar, also ist @ eine
Erweiterung einer zuldBigen Kongruenzrelation von (B, E). Folglich ist &4, F)
mit dem Verband aller zuldssigen Kongruenzrelationen von (B, E), d. h. mit ¥V = I[(H)
isomorph.

SchlieBlich zeigen wir, daB G(4, F)=G.

Es sei 2(x)€G(B, E). Trivialerweise gilt auch «(x)€ G(B, E). Nun sind 1,,0
alle Fixelemente von «(x), und so ist «(x) nach Hilfssatz 4 auf (!B, E) erweitbar.
Dann ist aber a(x) auch ein Automorphismus von (!B, E). Es gilt ndmlich

(L o (1, 1)) = 2 o2 (u), (),
0‘(23, u(v> L‘)) = ;"li u(“ (U), OC(D)):
so ist wiederum nach Hilfssatz 4 « auf (2B, E?) erweitbar usw., also ist gleichzeitig

auf (4, F) erweitbar, Da (4, F)= G(”B, EY, ist es klar, daB jeder Automorphismus
i1
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von (A, F) durch einen Automorphismus von (B, E) induziert ist, also hat (4, F)
keinen anderen Automorphismus, als (B, E); d. h. G(4, F)=G. Damit haben wir
unseren Satz bewiesen.

§ 5. Folgerungen und Probleme

Ein Meromorphismus von (A4, F) ist ein Isomorphismus von (4, F) in sich,
d. h.: der Endomorphismus a(x) ist ein Meromorphismus, wenn aus a(x)=oa(y)
(x,y€ A) die Gleichheit x=y folgt. Die Menge M (A, F) aller Meromorphismen
von (A, F) ist eine Halbgruppe mit Einselement, und es gilt die folgende Behauptung:

In der Halbgruppe M (4, F) gilt die rechte Kiirzungsregel (aus fx=yax folgt
f =7y (Bx bedeutet der Automorphismus, so daB B(x(x))=pa(x))). Umgekehrt,
wenn M eine Halbgruppe mit Einselement ist, in welcher die rechte Kiirzungsregel
gilt, so existiert eine Algebra (4, F) mit M= M (A, F). Ahnlich, wie beim Beweis
des Satzes — die Konstruktion soll folgendermaBen ergidnzt werden: wenn x €(B, E)
und x=1,, so gibt es eine Operation w(y) mit w(y)=x — ergibt sich die

FOLGERUNG 1. Es sei V ein kompakt erzeugter Verband und M eine Halbgruppe
mit Einselement, in der die rechte Kiirzungsregel giiltig ist; so gibt es eine Algebra
(A, Fy mit @(A4, F)=V und M(A4, F)=M.

BEMERKUNG. In diesem Fall ist jeder Endomorphismus von (4, F) ein Mero-
morphismus.

ProBLEM. Es sei V ein endlicher Verband, so dal V = @ (B, E) fiir eine Algebra
(B, E) gilt. Ferner sei G eine endliche Gruppe. Existiert eine endliche Algebra (4, F)
mit @4, F)=V und G{4, F)=G?

In [3] haben wir den Typ n einer Algebra (4, F) eingefiihrt. Es sei O, ¢ €O (4, F)
und x, y€A. Es ist bekannt, daB x=y (@ U @) dann und nur dann, wenn eine
endliche Folge x=z,, 2, ..., Zns1 =y (z;€A) existiert, so daBl z;=z,_,(0) oder
zi=z,_(®) (i=1,2,...,m+1). Wir sagen, daB (4, F) vom Typ n ist, wenn fiir
alle x, y, @, ® (x=y(0) @)) die Folge {z;} so gewihlt werden kann. dall m=n.
Es gilt:

FoLGERUNG 2. Es sei V ein kompakt erzeugter Verband und G eine Gruppe.
Es gibt eine Algebra (4, F) vom Typ 3, so daBl ©(A, F)=V und G(4, F)=G.

Der Beweis ist eine Kombination der Beweise des Satzes und des Satzes 14
in [3].

Es gilt schlieBlich

FOLGERUNG 3. Es sei V ein modularer kompakt erzeugter Verband und G
eine Gruppe. Es gibt eine Algebra (4, F) vom Typ 2 mit den Eigenschaften
O(A4, F)=V und G(4, F)=G.
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