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Uber dic Kongruenzverbiinde der Verbinde

Von . T. SCHMIDT (Budapest)

Es bezeichne V einen Verband. Es ist bekannt, dass alle Kongruenzrelationen
von V einen Verband, den Kongruenzverband @ (V) von V¥ bilden. Die Bestimmung
derjenigen Verbinde, die mit einem Kongruenzverband eines Verbandes isomorph
sind. ist eine schwierige Aufgabe, und bisher waren nur zwei Sétze bekannt, die
hinreichende Bedingungen dafiir angaben, daB} ein Verband mit einem Kongruenz-
verband eines Verbandes isomorph sei. Der erste Satz stammt von R. P. DILWORTH
(siehe BIRKHOFF [1]) und sagt aus. dass jeder endliche distributive Verband mit
einem Kongruenzverband eines endlichen Verbandes isomorph ist. Der zweite Satz
stellt die Verbdnde 27 — wo P eine teilweise geordnete Menge ist — als Kongruenz-
verbinde dar,

In dieser Arbeit werden wir eine hinreichende Bedingung dafiir angeben, dal
ein Verband mit dem Kongruenzverband eines Verbandes isomorph sei: wir erhalten
so eine weitgehende Verallgemeinerung der oben angefithrten Resultate.

Die Ergebnisse enthilt § 1, in §§ 2—35 geben wir der Beweis.

§ 1. Ergebnisse

Zuerst wollen wir untersuchen, welche Eigenschaften die Kongruenzverbinde
der Verbinde besitzen.

G. BIRkHOFF und O, FrINK waren die ersten, die die Kongruenzverbinde
der algebraischen Strukturen untersuchten. In ihrer Arbeit [2] haben sie bewiesen,
daf3 die Kongruenzverbidnde die folgenden zwei Eigenschaften besitzen:

I. sie sind vollstdndig;

2. jedes Element ist Vereinigung (endlich oder unendlich vieler) kompakter
Elemente, wobei ein Element x des vollstindigen Verbandes kompakt heiBt, wenn
aus X =V (x;; A€A) fiir eine endliche Teilmenge A" von A x= VY (x;; A€A”") folgt.

Die diese zwei Eigenschaften besitzenden Verbinde wollen wir kompakt erzeugte
Verbdnde nennen.

N. Funayama und T. NAKAYAMA [3] haben bewiesen, daB die Kongruenz-
verbdnde der Verbidnde distributiv sind; und so erhalten wir mit den BIRKHOFF —
FriNkschen Resultaten:

Der Kongruenzverband eines Verbandes ist ein kompakt erzeugter distributiver
Verband.
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Es 14Bt sich leicht zeigen, daB in einem kompakt erzeugten, distributiven Ver-
band das sog. unendliche distributive Gesetz

al v ba:—'f- v (aﬂf‘,)
€4

a2 A

gilt, Das duale unendliche distributive Gesetz

(%) a'lJ A by=A@Ub)

A4 as A
gilt aber im allgemeinen nicht. Unser Hauptergebnis ist der folgende Satz:

Satz. Jeder kompakt erzeugte, distributive Verband, in welchem () gilt, sobald
a ein kompaktes Element ist, ist isomorph mit einem Kongruenzverband eines Verbandes.

Korollar 1. (R. P. DILwoRrTH), Jeder endliche distributive Verband ist mit einem
Kongruenzverband eines endlichen Verbandes isomorph.

Korollar 2. (GRATZER—SCHMIDT [4]). Es sei P eine teilweise geordnete Menge.
Dann existiert ein Verband V so, daff @ (V)= 2",

§ 2. Kompakt erzeugte distributive Verbinde

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir einige Hilfssdtze und Begriffe.

Deemnerion 1. Eine Menge H mit einer zweistelligen, idempotenten, kommu-
tativen und assoziativen Operation, die mit U oder ) bezeichnet wird, heillt in
bezug auf diese Operation ein Halbverband. (Die Operation |J nennen wir Vereini-
gung und die Operation {7 Durchschnitt). Durch die ,,a=b (¢, b€ H) dann und nur
dann, wenn alUbd = b erklirte Relation wird der Halbverband eine teilweise
geordnete Menge. Eine nichtleere Teilmenge 7 eines Halbverbandes H heifit ein
Ideal, wenn aus a und b€/, stets aUb€el, und aus a€J und b€ H, b=a stets b1
folgt. Wenn H ein 0 Element besitzt, so bildet die Gesamtheit der Ideale einen Ver-

band I{H), den Idealverband von H.

Lemma 1. Der Verband V ist dann und nur dann kompakt erzeugt, wenn ein O
Element besitzender Halbverband H existiert, so daff der Idealverband von H mit V
isomorph ist. .

Der Beweis ist in [2] und [S] zu finden. Wir bemerken, daB der Halbverband
H aus allen kompakten Elementen von ¥ besteht, wo die U-Operation in A mit der
Vereinigungsoperation von V gleich ist.

DermirioN 2. Der Halbverband # ist distributiv, wenn aus a, b, ¢€ H und
c=a'Ub folgt, daB in H solche &’ =a, b'=5b Elemente existieren, daB a'Ub" = c.

 Lemma 2. Der Halbverband H ist dann und nur dann distributiv, wenn I(HY ein
distributiver Verband ist.

Zum Beweis siehe [6].
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Nach Lemma | und Lemma 2 sind die kompakt erzeugten distributiven Ver-
binde in der Form /(H) darstellbar — wo H ein distributiver Halbverband mit 0
Element ist.

DeFINITION 3. Der Halbverband H  heiBt dual-relativpseudokomplementéir,,
wenn zu jedes a, b€ H, a=b ein Element c€ H existiert, so dafl in H alUx = b
dann und nur dann, wenn x =¢. Das Element ¢ heiBt das dual-relativpseudokomple-
ment von a bezliglich b, und wird mit a % b bezeichnet.

Lemma 3. /n dem kompakt erzeugten distributiven Verband 1(H) ist (¥) — wo
a ein kompaktes Element ist — dann und nur dann erfiillt, wenn H dual-relativpseudo-
komplementar ist.

BEweis. Es sei in 7(H) () erfillt, sooft nur a kompakt ist, und es sei a, b€ H.
a=b. Betrachten wir alle diejenigen Elemente a, € [(H), fiir die a,Ua = b. Es sei

= A a,. Nach Lemma 2. ist H distributiv und so gilt xUa = b dann und nur
aEA
dann. wenn x = ¢ ist. Wir behaupten, daBl c kompakt ist, alsoc€ H. Wennc = Y X,
ver
soist b= VY x,Ua, d. h. da b€ H, so besteht b = Y x,lJa, wo I'" eine endliche
wer ver

Teilmenge von T ist. So gewinnen wir, daB b = Y x,Ua, d. h. V X, =c¢. Damit
.er

haben wir bewiesen, daB ¢ kompakt ist, und ¢ = ax b, also 1st H dual-relativ-
pseudokomplementir,

Es sei H ein dual-relativpseudokomplementirer, distributiver Halbverband mit
0 Element. Wir miissen nachweisen, daB in 7(H) (%) erfiillt, wo « kompakt ist.
Die Elemente aus A werden mit kleinen lateinischen Buchstaben, die Ideale mit

groflen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Wir miissen zeigen, daBl A B,!U(a] =
x2CA

= A (B, (a}) gilt ((a] bezeichnet das von a erzeugte Ideal).

€A

Es ist klar, daB3 A B, U(d] © A (B,U(al). und so bleibt nur zu zeigen, daf}
A B,u@2 A (B, u(a) Wenn x¢ A (B, U(a]), so x€B,\U(a]fiiralle z€ 4. Man

aEA
kann anehmen daB x=¢q und so folgt aus x€ B, U(a] auch x=aJb, fiir ein b,¢ B,.
(Es besteht ndmlich die Vereinigung zweier Ideale / und J eines distributiven Halb-
verbandes aus den Elementen x Uy, wo x€/ und y€J). Weil H dual-relativpseudo-
komplementdr ist, so besteht fiir c=a % x auch c¢=4h,, d. h. ¢c¢B, fiir alle z< A4,
und so c€ A B,. Hieraus ergibt sich wegen x=allc, daB x¢ A B,u(a], was wir
xEA4 aEA

zeigen wollten.

In den folgenden drei Hilfssdtzen beschiftigen wir uns mit dual-relativpseudo-
komplementéren distributiven Halbverbidnden.

Lemma 4. Es sei H ein dual-relativpseudokomplementdrer, distributiver Halbver-
hand mit O und 1 Elementen. Dann bilden diejenigen Elemente aus H, die sich in der
Form a x 1 schreiben lassen — beziiglich derselben Ordnungsrelation, die in H gilt —
einen Booleschen Verband B. B ist beziiglich der Vereinigung ein Teilhalbverband von H.

BEwEis: siehe in [1], Kap. 1X, § 12.
Im folgenden bendtigen wir einen Begriff:
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DeriniTiON 4. Wir nennen den in Lemma 4 gewonnenen Booleschen Verband
den Zerlegungsbooleschen Verband') von H.

Es bezeichne ferner H einen dual-relativpseudokomplementiren, distributiven
Halbverband, mit 0 Element. So ist fiir beliebiges a ¢ H das Hauptideal (4] ein O und
1 besitzender, dual-relativpseudokomplementéirer Halbverband, d. h. nach Lemma 4
existiert der Zerlegungsboolesche Verband des Halbverbandes (a}, welcher mit B{a)
bezeichnet wird.

Lemma 5. Es sei H ein dual-relativpseudokomplementdrer, distributiver Halbver-
band mit O Element, und a ein beliebiges Element aus H. Dann kann man zu jedes
x € H ein grifites x(a) € Bla) finden, so daff x = x{(a).

Bewels. Wir behaupten, dal das Element x(a) = (x % (aUx))%a dem Hilfs-
satz entspricht.

Bezeichne y das Element xs({a')x), so ist x{a) = yxa. In dem Hauptideal
{aw x] ist a ein dual-Halbkomplement von x, und so gilt wegen der Definition des
Dual-relativpseudokomplementes y = g. Daraus folgt, daB x(a) = y % a € B(a).

Wir wollen einsehen, daB x(a)=x. Das Hauptideal (au x] ist ein distributiver
Halbverband und alUx = yUx=a, also existieren Elemente y' =y und 2 =.x so,
daBl ¥ Ux" = a. Wegen a=y kénnen wir annehmen, dafl y' =y, d.h. yUy = a.
Wir haben erhalten, daB} in dem Ideal {a] x” ein dual-Halbkomplement von y ist,
und so ywa=x"=x,d h x(@=x.

Man mul} beweisen, dall x(a) maximal ist in B(a), so daB x=x(a). Wenn flir
einz€B{a)x=zz=x(a) gilt, soist 2 kg S x(g) % a =y, und daraus folgt xU(zxa) =
= (xUn)U(zxa) = xU@EU(z*a) = xUa, d. h zxaz=y und so0 zxa =
= x{a)*a = p, folglich auch z=x(a). D. h. x{a) ist in B(a) mit der Eigenschaft
yzx{e) maximal. Q. e. d.

Betrachten wir nun in K die Booleschen Verbinde B(a) und B(b) (a, bc H).
Wir wissen, daB diese in H Teilhalbverbinde bilden. Wir werden im folgenden einen
distributiven Verband B(g, b) definieren. welcher von B(a) und B(b) erzeugt wird.
Bezeichne |l die Operation in H, und A, bzw. a, die Durchschaittsoperation in
Bla) bzw. B(b).

Die Elemente von B(ua, by sind diejenigen Elemente von H, welche sich in Form
.y schreiben lassen, wo x € B(a) und y € B{b).

Die Ordnungsrelation stimmt mit der Ordnungsrelation in H tiberein.

Lemma 6. B(a, b) ist auf Grund der gegebenen Ordnungsrelation ein distributiver
Verband., Die Vereinigungsoperation ist gleich der Operation in H, Bla) und B(b)
sind beziiglich der \}! — Operation Teilhalbverbinde. Der Durchschnitt in B(a. h)
ist definiert durch

(XUNOHTUY)Y = (x A U(x AV (@)U (37 A, p(@) o
U (r(a) A (@) U (X (D) Ay X(B)) (X (BY A7)
(D) A YU (3 A ) (x, "€ B(a), ¥, ¥y € B(b)).

1y Der Zerlegungsboolsche Verband wird in einem vom GRATzER und vom Verf. spiter er-
schienenen Arbeit studiert. Die Untersuchung dieser Verbdnde hat eben die Untersuchung der
Kongruenzverbinde aufgeworfen,
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Beweis. Zuerst werden wir zeigen, daB B(a, b) auf der U-Operation ein distri-
butiver Haibverband ist, d. h wenn r=z,Usz, (2, 74, -7EB(a b)) 5o z = zjlUzs,
wo zi =z, 23 =2, und z1, 23 € B(a, b). Dazu beweisen wir zwei Identititen:

L. Wenn u zu B(a, by gehért, so ist u=u(a)Uu(h), nimlich wegen der De-
finition von B(a, b) ist u=xUy, wo x€B(a) und y€ B(b), so ist x=ula), y=u(d),
d.o hu=xUy=u@Uub)su, also u=u(a)Ju(h). So konnen wir schreiben:
= {@Uzb), £y = 2y (@Uz,(B), z, = zy(a) Uz, (h).

2. Es gilt (z;Uzy)(a) = z;(@)Uz,(a). Es ist klar, daB (z, U-z)(a)< Uz,
und so, da H distributiv ist, existieren u; =z, und u,=z,, so daB (z; U ..7)(a) =
=u Uy, 1) = u %((z, Uz) (@) € B(@), da (z,Uz,)(a)€ B(a) und ebenso 1, =
=1y #*((z;Uz)(@) € B(a). Es gilt 1,Ut, =(z,Uz,)(a) und t,=z,, t,=z,, 1;,1,¢
z B(a) und so trivialerweise (z, Uz} (@) = 1, Uty =z,(@)Uz,{a). Es ist offensicht-
lich. daB {(zy Uz ey =z, (@ Uz, (a), folglich (-lu_s}(a)~-,(a)u_z{a)

Es ist z; Uz, =2z und so auch (f_lb @y =z(a), d. h Uz = - (@)U
Jo{ayz=z(a). B(a) ist aber ein distributiver Verband, fo]ghch existieren die Ele-
mente x;, X, €B(a), so daB x;=z,(@) =z, x,=z(0)=z2, und x,Ux, = =(a).

Ganz analog erhalten wir, daB z(b) = y,Uy,, wo y,=z,, y,=z, und
Yi- y2€B(b).

Es seien z{=x,Uy, =z, und _2—\20}2_—:«-,, dann gilt z{ Lz = = {v Uy

(s Uy, = (\luxo)b(}luy ) = z(a)Uz(b) = = und damit haben wir bewie-
sen, dafl B{a, b) ein distributiver Halbverband ist.

Wir beweisen nun, daB B(a, b) ein Verband ist, d. h. es existiert die gréBte
untere Schranke zweier Elemente in B(a, b). Zuerst zeigen wir, daBl die gréBte un-
tere Schranke fiir die Elemente x, x EB(a) existiert; genauer “esagt daB3 \’7\ =

={x A ) »(A(b)/\ X (b)) Wenn X, x :WFB((: byund z=x"11y", wo x"€B(a)
und y"€B(H), so x, X’=zz=x" ; d. h. xA x"=x". Anderseits gilt wegen x =",
xX(by=y” und analog X' (Dy=y”, also x(b)A, X' (b)x=yp". So bekommen wir, daf
(\ ANYU(x(B) A X' (B) = Y”L'y =z, Damit haben wir bewiesen, dass die grofite
untere Schranke von x und x” existiert und gleich (x A  x)YU(x(b) A ,X"(b)) ist. Ebenso
bekommen wir y(y =(p A ¥ YU(r(@ Ay (@) (r. ¥ &-B(b)

Essein z,, 2, € B(a, b). Wenn z, z, =z, 50 7, (a), z,(a) = z{a) und z,(b), z,(b) =
Ex(b). Da zy{(a), z,(a) € B(a), so existiert der Durchschnitt dieser Elemente, das

Element z (a)z,(a), und es gilt z{a)= Z](a)mzz(a)*~1»~7 Ebenso z(b) =
‘;:l(b) 1z,(b)=z,, z;. Hieraus ergibt sich, daB z=z(@)Uz(B)={z, (N2, (a)} U
b}ﬂ“(b)‘:zl,_z, also existiert z; Mz, _1022—1 1(cz)(l.,(cz)UJ 2, (0N
_ﬁ(h)J Wenn wir z; und z, in Form z;=xUy und z,=x"Uy’ schrelben, so
bekommen wir -, Nz, in der im Hilfssatz gegebenen Form. B{a, b) 1st also ein
Verband, und beziiglich der U-Operation ein distributiver Halbverband d. h.,
B(a. b) ist ein distributiver Verband.

§ 3. Vorbereitende Konstruktionen

DEeFINITION 6. Es set ¥y ein Verband, welcher beziiglich der L -Operation
von F ein Teithalbverband von ¥V ist. Wir sagen, dass die Kongruenzrelation
(CFS @(VQ auf den Verband V erweitbar ist, wenn in @ (V) eine kleinste Kongruenz-

relation © so existiert, daB x =y(0O), x, y¢ V¥V, dann und nur dann, wenn x = y(0O).
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V ist eine naturliche Erweiterung von Vy, wenn jedes @ €O(V,) auf V erweitbar
ist, und die Abbildung ©@ — O e¢in Isomorphismus zwischen O (V) und (V) ist.

Lemma 7. Zu einem beliebigen, distributiven Verband V mit 0-Element und zu
Jjeder natiirlichen Zahl n=3 existiert ein O Element besitzender Verband W mit den
folgenden -wei Eigenschaften:

(Y W hat n mit 'V isomorphe Ideale: Vi, Vs, ..., V,, sodaff wenn x€V,,
yEVL i#j (L j=12,...,n), dann x(\y=0;
(1) W ist eine natiirliche Erweiterung jedes V;.

Bewegis, Betrachten wir n paarweise disjunkte, mit ¥ isomorphe Verbé’mde'
Vy.Vs, ..., V,. Essei K das direkte Produkt dieser Verbinde, also K=V, <V, x ... V.
Es entspreche dem Element x¢ V im Isomorphismus V==V, das Element X;i so
besteht K aus den Elementen (33", x5, ..., X)), wo x{?eV,, X V. Wir kénnen
annehmen, daB V; ein Teilverband von K ist, d. h. ¥?=(0,0, ..., 0, x%, 0, ..., 0).

Den gesuchten Verband W werden wir als eine Teilmenge von K herstellen.

2
Das Element (xi", x%, ..., ("))EK nennen wir normal, wenn fir alle Indizes i=/,

k=1, 1=i,jk, Z<n XD XD = x® O x besteht. Die Menge aller normalen
Elemente bezeichnen wir mit W. W ist — beziiglich der Ordnungsrelation in K
— eine teilweise geordnete Menge. Zuerst werden wir zeigen, dafi W ein Verband
ist.

I. Es set (\'(1”, x(;’“),.. .xﬁ,")) ein beliebiges Element aus K. Das Element
([\UM Y GON] L AU Y (0N, L) st groBer als R SR N

=i, j 1=ij=n

und es ist normal., Wegen der Distributivitdt von V besteht ndmlich

(_\~(k)luf V (\m,\\m))p(\mu \/ (YU)/\X('D)) \/ (xP ) x9)

124, j=n =i, j=n =i, j=n

und 'V (xPUJxU) st von k, / unabhdngig; das bedeutet, dall dieses Element nor-
Y=, j=n
mal ist. Dieses Element ist aber das kleinste Element, weiches gréBler ist als
13 2 > (1Y R3] 1 2} ()
AU L8, da im Falle (U 2 ..,zf,"))---( DoA™, wo

1 (2 . . : . .
", = zf,’”) ein normales Element ist, ¥®UJ) (.\‘“)ﬂx‘l’)é:‘”b \/ (=N =
J i

J
=z® gilt, d. h. (Y :;),...,zf,"))z([x‘”u _\/ (xWy], )Damlt haben wir

. n e
bewiesen, daf} in W zu jedem Element (\(1 ), ,\(’ - (")) ein kleinstes normales

2}

Element existiert, Wekhes orOBer (oder gleich) (\'1 L X2, , X% ist. Es seien

(.\'{f}, .\‘(32), R )) und (v (2),. ) zwei normale Elemente. Dann enthilt

(DU YDy (DU, L (x('”u’ (") ),) ein kleinstes normales Element welches

oﬁenswhtllch die Veremlgung von (x(l“, x5, x4 und (vl Ly i
st; also existiert in W die Vereinigung.

11. Der Durchschnitt zweier normaler Elemente ist auch normal. Es seien ndm-
lich (D, x2, ., x) und (30, ¥, ...,y normal, d. h. x“).ﬂxU’:‘x‘*"?Pf‘.\'“?
und VO PP =y® D (74 k1), Hieraus ergibt sich (x®@ Ny (xP 1y =
= (x® )@y U (e p0), was bedeutet, daB (x{V, x@, .., xM) (WD, yP, L 100 =
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=((xVN y(“) {(x(27p2),, (x® M p™) ) normal ist. Damit haben wir bewie-
sen, dab in W der Durchsc 1mtt existiert {und gleich dem Durchschnitt in K ist).
W ist also ein Verband.

Nun werden wir die Eigenschaften (1) und (ii) nachweisen.

(1) V; ist ein Teilverband (Ideal) von K, bestehend aus den FElementen
0,0,....0,x,,0,...,0) aus K. Diese Elemente sind aber offensichtlich normal,
d. h. V, ist auch in W ein Ideal. Die Eigenschaft xMNy=0, x£V,, vV, (i#)) ist
trivial.

(i) Der Einfachheit halber schreiben wir statt ©,...,0,x,0,....0) nur x;,

und so kdnnen wir statt (x{Vx ), ..., x") auch \/xf" schreiben. Es sei @ eine

i=1
beliebige Kongruenzrelation von W, und x;=y,(®) (x> ). Es sei 1 =/=n ein we-
iterer index. Dann konnen wir, da n=3, eine Zahl 1=k =n finden, so daB k=1, /.

So folgt aus x;=y,(®), xUx,=yUx(®). Es ist jedoch x; x.=Vx, und

[N

yiaxe=x,UJVy, d h tyf =x, L \/vl (®). Daraus folgt x;= x; ( V \,} =x;()

=l 1=1
I#k l%ﬂk
i
”I{xk U \/y,}:yj(d)). Wir haben gewonnen, dafl ® auf allen ldealen V, die-
1% .
selbe Kongruenzrelation induziert,
Wenn (%7, .., xM =04 ) @) (P=3"), so besteht A =1
"
:’“f(\/,\f’)}_xmf(\/)m) Y(®) fur beliebige l=j=n, also besteht
NS - i=1
Ny =GP, (@) dann und nur dann, wenn 27 =) (@)
fir alle 1=i=n. Das bedeutet — zusammen mit den vorher Gesagten — daB
A=y (@) fir alle 7,7 also ist @ durch diejenige Kongr uenzrelation von ¥,
welche von @ auf V', induziert wird, eindeutig bestimmt. (D h, X, =py( D))

= x; = y,(0)).

Anderselts wenn © eine beliebige Kongruenzrelation von ¥ ist, so sei bei
dem Isomorphismus V=V, die entsprechende Kongruenzrelation ©,€0(}V)); also
gilt x;=p,(0Q,) dann und nur dann, wenn x:=y(0) in V.

© sei die folgende Aquivalenzrelation auf W : ES A s R '")) (y“)

L pY(©) dann und nur dann, wenn x\V=3{" (@) fir alle 1=i=n. Luerst

zeigen  wir, daB © cine Kongruenzrelation ist. Es sei (\m X, e Xy =
=049, 9™ ) und G, 2Y, L 2 e W, Dann st \‘,'),.yﬁ‘)(@,.), folg-
lieh (N0 =00 129,0), d b (WA A NED D, ) =
_()3(1{ }){2 . v{"))m(“(l} . H)) (@)

Aus (\(11)’ X(Z) (?3)) ( “)’ }/(27)’ . ’yi;’t)) (@) fOIg{ Y(})_V(I}) (@) 1 —l } ")

und Uz = J/El)vu(;n (©;). Daraus ergibt sich, daB ((x SISFALTY \/{(\“’U?“’)F\
N (;\”(k)Uz(k))])iz((y{i)i JzNuy \/ (VUM a™u m)}) (©)) fur all i =j=ndh

ik
D @ 1) _(2) 1 @ ( M +(2) ONFr-S
W, X9, YUY, Y, ...,,_/f,"))a(,(l Dy L MUER 2R, L 2 (@), al-
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© ist © eine Kongruenzrelation. © ist offensichtlich die Erweiterung von
50,€ ©(V;) auf W, daB bedeutet, dall jede Kongruenzrelation auf W erweitbar

ist. Vorher haben wir gesehen, dall jede Kongruenzrelation sich in Form )

schreiben 140t, also ist die Abbildung ©;—»© ein Isomorphismus zwischen @ (V)
und O(W).

Lemma 8. Jede Kongruenzrelation O(a) von B(a) ist auf B(a, b) erweitbar:
O(a, b), und ©O(a, b) induziert auf B(b) eine Kongruenzrelation ©(b).

Bewels. Es sei G)(a)EO(B(a)). B(a) ist ein Boolscher Verband, und so ist
©(a) durch den Kern / eindeutig bestimmt: x=y (0 (a)) (x=y, x, y € B(a)) dann
und nur dann, wenn ein z €/ existiert, daB x=zUy (s. [7]). I ist ein Ideal in B{(a)
und ist auf B(a, b) erweitbar. Es sei ndmlich das Ideal / von B(a, b) bestimmt durch
€T (1€ B(a, b)) dann und nur dann, wenn ein y€7< B(a) mit y=¢ existiert”.
Es ist klar, daB 7A B(a)=/. Nach Lemma 7 ist B(a, b) ein distributiver Verband,
so existiert eine kleinste Kongruenzrelation ©(a, b) mit dem Kern /, und x =y
(©(a, b)) (x=y, x, y€ B(a, b)) dann und nur dann, wenn es ein z¢€/ gibt, so dass
x=zUy. (s. [7]). Daraus folgt, dal ©(a, b) eine Erweiterung von ©(a) ist. J=In
A B(b) ist ein ldeal in B(b), und so gehdrt zu J eine minimale Kongruenzrelation
©(b) in B(b) mit dem Kern J. Es ist klar, dass y, =y,(©(b)). y,, ¥, € B(h) dqui-
valent ist mit y, =y,(O(a, b)).

Lemma 9. Es sei H ein dual relativ-pseudokomplementdrer, distributiver Halb-
verband mit O und 1, und es sei a (#1) ein beliebiges Element aus H. Es existiert
ein 0 Element besitzender Verband L mit den folgenden Eigenschafien:

() L hat zwei Ideale I und I,, so daff I, = B(1), [x, X, (x €1, X, €B(1))].
I, = B(a), [x;~X,(x,€1,, X,€ B(a)) ], und wenn x€1,,y,€1, so x; Ny, =0;

(i) Jede Kongruenzrelation ©, von I, und ©, von I, ist auf L erweithar: ©.
O, ; und jedes ® € O(L) ist in Form ®=0,J0, darstellbar;

(iii) 6“0 = 6y,-o (i.j=1,2) dann und nur dann, wenn in B(1,a) X;=y;.

BEwels. Betrachten wir den Verband V= B(1, ). Nach Lemma 7 existiert
zu V und n=4 ein Verband W mit den in Lemma 7 angegebenen Eigenschaften.
W hat die Ideale V,;= V (i=1, 2, 3, 4). Wir werden den Isomorphismus V2 B(1, a)
mit x; -X; (x;€V,, X;€ B(l, a)) bezeichnen.

Lassen wir von W die Elemente weg, die in Form (xﬁ”, 0, 0, 0) oder
(0, X0, 0) schreibbar sind, wo "¢ B(1) und .T(ZZ)QB(a). Die iibrigbleibenden
Elemente von W bilden — mit der Ordnungsrelation von W -- eine teilweise
geordnete Menge L. Wir werden zeigen, dall L ein Verband mit den Eigen-
schaften (i)—(iil) ist. Es seien (", X, ng)) und (y(l”,y(zz), y(33), y(f’)éL.
Die Vereinigung dieser Elemente kann nur dann ein weggeiassenes Ele-
ment von W sein, wenn entweder x(zz):.\‘(33):.\'3;4):y(22’:y(33):yf):O, oder
=3P =39 =3P=0. So ist in W K U

NUNRNCN SN )
O,y 080,y = (" U),,0,0,0), baw. (0, (xPUP),,0,0). Aber wir
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wissen aus Lemma 6, daB wenn X, 7 B(1), so WJMJ“E B(1), also
(DU )0, 0,0)€ L. Ebenso (0, (x> Uy, 0,0)€ L, d. h. L ist beziiglich der
U -Operation ein Halbverband.

i ¥4 3 4 . {1 2 3 4 . .
Wenn (x{, 29, X9, 2§ )), O ), 5, ¥ ))E L, so ist der Durchschnitt

dieser Elemente in W gleich ((x™ N yM),, (x® N y@),, (xD Ny, (xS (1)),
Das ist dann ein weggelassenes Element, wenn entweder x(® ) y( = x(3 ) p(d =
=xH Ny =0 oder DNy D =xO ) pG = xH N 3@ und (XM N 3D, ¢ B(1), bzw.
(¥ ), ¢ B(a). Nach Lemma 5 existieren aber (O My (1) und
(0¥ (@), so daB ([(xNyD)(D],,0,0,0) bzw. (0, [(xH N y@)(a)],, 0,0)
der Durchschnitt von (x(l”, x(zz’, x‘f’, xff)) und (yﬂ”, )’(22), y‘f", yff)) ist, d. h, L ist
ein Verband.

Jetzt weisen wir die Eigenschaften (i)~{iii) nach:

(i) Ein (x,,0,0,0)¢ W ist dann und nur dann in L, wenn ¥¢ B(1), also bil-
den alle in L liegenden Elemente der Form (x,,0,0,0) ein mit B(1) isomorphes
Ideal. Bezeichnen wir dieses Ideal mit /,. Ebenso bilden die Elemente (0, x5, 0.0)
ein Ideal /,= B(a). Es ist trivial, dass x,My,=0.

(i) Es sei ©,€O(/;). Nach dem Isomorphismus 7,z B(1) (S B(1, a)) ent-
spricht ©; eine Kongruenzrelation ©(1)€©(B(1)). Nach Lemma 8 ist ©(I) auf
B(1, a) erweitbar: ©(1, a). O(l, 4) induziert nach Lemma 8 eine Kongruenzrela-
tion ©(a) auf B(a). Bezeichben wir mit @, die der Kongruenzrelation © (a) ent-
sprechende Kongruenzrelation bei /, = B(a). Weiterhin entspricht beim Isomorphis-
mus Vie=B(l,a) (i=3,4), O(1,a) ©O;60(V;) bzw. 0,€0(V,).

Die Kongruenzrelation ©, ist nach Lemma 7 auf W erweitbar: ©,. Da

LEW, so iduziert ©; auf L eine Aquivalenzrelation ©. Es sei namlich

1 {2 3 4 H 2 3) 4 N
(7, X5, A A )y = oY, ¥ ), ¥y, }} (©) dann und nur dann, wenn

(10 2080008 (@) (6, 1P 1), 1524

€L). O induziert auf/,: ©, auf /;: ©, und auf V5, V, : @, bzw. O,. Wir miissen
einsehen, daB © eine Kongruenzrelation ist. Da L beziiglich der 'J-Operation
ein Teilhalbverband von W ist, ist es klar, daB aus (x(ll), .\‘(22), x(33), xi{”)z
=048 58 (0) (0 68 2, AU, 22, 2D, ED) =08 P ) o
D 22D 28) (©) folgt. Es sei v = (4, ¥, <Y, =0, 19,8, W) =
:y(@_) und es bezeichne (7 die Durchschnittsoperation in W, A diejenige in
L. Wir miissen nachweisen, daB fiir ¢in beliebiges ::(zll), 29, =9 z(;))EL
x/\:sy/\z((?)) gilt. Dazu miissen wir vier Fille betrachten, da aber drei davon
auf gleiche Weise sich beweisen lassen, werden wir nur zwei Fille diskutieren.

a) Es seien xMNz, yNz€L, Wenn x(Nz€L, so x(lz=xnAz Ebenso folg; aus
yz€L yMNz=yAz und so ergibt sich xaz=x{Nz=ylz=yAz (©), da © aufl
W eine Kongruenzrelation ist.

b) Es seien x(z¢L und yNzeL, d. h. y(z=yAz Aus xNz¢L folgt, daB
vAz=([(xDNz0)(D];,0,0,0)  und XD A =xD Nz = 2H, (Oder
xAz=(0, [(yg_‘z’ Mz (@)1, 0, O),ﬁ dieser Fall 1iBt sich aber ebenso behandelp_.)
Aus x=p(0) folgt x\"=)"(©) (i=1,2,3,4), d. h. (x?z0), = (DN z)),(@).
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Nach Lemma 8 ist © auf /, eine Kongruenzrelation, d. h. [(x" (1 z00(D], =
GOy (D) = (W Nz, (0).2) Daraus ergibt sich, daB xAz=yAz(0). Da-
mit haben wir bewiesen, dass jedes ©, £0(/,) auf L erweitbar ist. Analogerweise
geht der Beweis auf ©, € ©(/,).

Es sei @ eine beliebige Kongruenzrelation von L. Ebenso wie in Lemma 7,
kann man beweisen, dass ® =®,, wo ®, eine Kongruenzrelation von V3 ist. Es sei
(0,0, x5, 0)=(0, 0, 5, 0) () (x; >y;). Daraus ergibt sich — wenn wir beide Sei-
ten mit {0, 0, 0, x,) vereinigen — daB (x,, x,, x5, x,) =(0,0, x5, U0, 0,0, xy) =
=(0,0,y5, 0)U(0,0,0, x) =y, Vs, V3. X)) (D), folglich (x(1),,0,0,0)=
w(x(l)l,() 0, O)/\(Yl,.\’z, r3,4x4)_(r(1)1,0 0, DA, y2, V3, Xo) = (»(1),.0,0,0)
(®). Ebenso gewinnen wir, dass auch (0, x(a),,0,0)=(0, y(a);, 0, 0)(®), d. h.
D=0,U0,, wo 0,£0(/,),0,= V G)m}\mund@ €0, 0,=YV 9“0) e

xzEy{P XyEyyP

(iti) Es sei z. B. X, =y, In B(l,a). (x1,0,0,0)=(0,0,0,0) (O). Belden
Seiten mit (0,0, x5, 0) vereinigt: (x;, x5, x;. X =(0,0, x5, 0) (O, ), also
(0, x(@)2, 0,0)=(0, x(@);, 0, 0) A(xy, x5, X3, x4) =(0, x(a);, 0,0)A (0, 0, x5, 0)=
=(0,0,0,0) (®,,). Da x;>j,, folgt (0,x(a),,0,0)=(0,»,.0,0), d. h.
0.5,.0,00=(0,0,0,0) (G‘qO) also @, 0—@3 ,0- Ebenso geht der Beweis, wenn
Xy =¥,. Umgekehrt — wenn z. B. 9\;0 = @ — so ist offensichtlich X, =7, q. e. d.

DerpINITION 7. Es sel H ein ﬂ-Halbverband, und zu gewissen Paaren a, be H
existiere die kleinste obere Schranke, d. h. ¢UUb. Dann nennen wir H einen U-par-
tiellen Verband.

Die Kongruenzrelationen ein H sind die folgenden Agquivalenzrelationen ©:
wenn a=h(0), so allc=bNe(O) fir alle ¢€ H und wenn fir ein d€ H alld und
bUd existieren, so auch aUd=bUd(®). Die Kongruenzrelationen von H bilden
einen Verband ©(H}), den Kongruenzverband von #.

Es sei L ein Verband und es sei H ein {-Teilhalbverband von L, so daf} wenn
allb (a, b€ HY in H existiert, dann ist es gleich alUb in L.

DeriNITION 8. Wenn kein solcher echter Teilverband von L existiert, welcher
H umfaBt, so sagen wir, daBl L ein durch H erzeugter Verband ist.

Lemma 10. Es sei H ein U-partieller Verband mit 0 Element, und es existiere
in H eine Teilmenge {b,}.c4. so daff die Elemente b, maximal sind, und zu jedes x ¢ H
mindestens ein b, € {b,},e, x =b, gibt: weiterhin ist jedes Intervall [0, b,] ein Verband
{d. h. ein Ideal . Es existiert ein durch H erzeugter Verband L, so daf jedes @ cO(H)
auf L erweitbar ist: ©; und die Abbildung © —~ O ein Isomorphismus zwischen O (H)
und (L) ist.

Bewgis. [ ist ein p-ldeal von H wenn:
1. aus gef und b=a bH<T folgt;
2. wenn a, c€f und ¢lUc existiert, so stets alic€l.

2y Namlich, wenn x=y(@{a, b)), x=v, 5,y EB(a, b), so x=y!Jt, wo r=0 (G, b))
Aber so gilt (siehe den Beweis von Lemma 6) x(a)=v(a)Ha) d. h. x(a)=y(@)(@(a. b)).
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Wir werden zeigen, daf3 alle endlich erzeugten p-ldeale einen Verband bilden.

Es sei [ =(y;. V5, ..., ¥, ein endlich erzeugtes p-ldeal. Zu jedes b, € {b,},c 4 betrach-

ten wir diejenigen Elemente y; (i=1, 2, ..., n), welche kleiner oder gleich b, sind,
3

z. By, s, y3=b, und y;£5,(0>3). Dann betrachten wir das Element x, =V y;.
i=1

Wenn wir dieses Verfahren auf alle Elemente 5, € {b,},c4 anwenden, so bekommen
wir die Menge {x,},e4. Es ist klar, daB alle Elemente x, [ erzeugen, d. h. 7 =(x,),c4.
Da aber / endlich erzeugt ist, d. h. y;, ¥,, ..., y, nur endlich viele Elemente sind,
ist es offensichtlich, daf3 unter den Elementen x, nur endlich viele voneinander
verschiedene sind. Betrachten wir unter den Elementen x, die maximalen Elemente
Xy« Xgas ooos Xy o Es ist klar, daB I=(x,,,...,x,) und diese Darstellung von [/
ist eindeutig. So werden wir sagen, dal} die Darstellung /=(x,, ..., x;) von [ eine
reguliire Darstellung ist, wenn x;Ux, (1 =4j=k) in H nicht existiert.

Die Vereinigung zweier endlich erzeugten p-Ideale /7 und J ist offensichtlich
ebenfalls endlich erzeugt, und als Generatoren koénnen wir die Gesamtheit der
Generatoren von [ und J nehmen.

Es seien 7 und J zwei endlich erzeugten p-ldeale in reguldrer Darstellung:
T=(x1, X5y ooy X0y J =(V1+ V25 - ¥i)- Das p-1deal K=(x;(1y;)1 ==« ist offensichtlich

1=j=n
endlich erzeugt, und KS/NJ. Wenn z</ und J, so bestehen offensichtlich z=ux;
und = =y, fir gewisse Indizes / und j, d. h. z=x,(y;. Daraus ergibt sich, da8 = EK
also K=1MJ, d. h. K ist endlich erzeugt. Damit haben wir bewiesen, daB} die end-
lich erzeugten p-ldeale von H einen Verband bilden. Bezeichnen wir diesen Verband
mit L. Der partielle Verband H ist in L durch die Abbildung @ —~(a] (a€ H) ein-
bettbar, und trivialerweise ist die Vereinigung zweier Elemente aus f/ (wenn sie
existiert) gleich der Vereinigung in L. Weiterhin ist L durch H erzeugt, ndmlich

ist jedes Element von L Vereinigung von Elementen aus H. ((yy, X5, ..., ) = \/ (x;]
und (\’]EH) ‘ i

Es sei O eine Kongruenzrelation von H. Wir deﬁmeren die folgende Aqui-
valenzrelation © auf L: a‘(\c1 s Xoy s X)) (V15 Yoy oo =b (©) dann und
nur dann, wenn fiir alle b, €{b,}ues a1b,=b(15,(0).

(Damit diese Definition einen Sinn hat, miissen wir zeigen, dal a(1b,, b(1b, € H.
Wenn aber z. B. a=(x,, ..., x,) reguldrer Form ist, so ab,=(x,Nb,, xzﬂba, e
RY

.1b,) (das ist nicht unbedingt eine reguldre Form!), d. h. aNb, = ‘Vl(xiﬂbz)EH.
Weiterhin, da « endlich erzeugt ist, ist es klar, daB unter den a(1h, nur endlich
viele von einander verschieden sind.)

Wir miissen zuniichst beweisen, daB © eine Kongruenzrelation ist. Es sel

=b(®) und c=(zy, z,, ..., z,) €H cin beliebiges Element. Aus a(\b,=bb,(0)
folgt (@Na)Nb,=(bNc)Nb,(O), also aNc=bNc(O). Weiterhin ergibt sich aus
a b, =bNb(©),daB (aNb)U(cNb,)=(bNb)U(cNb)O). Aber (a(b,)U(cby)=
=(aUe)Nb, ebenso (bNb)U(cMNb)=(bUc)(1b,, d. h. aUc=blUc (©). Damit
haben wir bewiesen, daBB @ eine Kongruenzrelation ist. Es ist klar, daB} O eine
Erweiterung von © ist. Man kann ganz leicht einsehen, dal @ (H) und ©(L) iso-
morph sind. Namlich folgt aus a=b(®) (®€O(L)) aNb,=bNb,(P) fir alle
b, {b,}, und es ist klar, daB} ©,,= V Oupp,, brb,; 9. €. d.
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§ 4. Beweis des Satzes

Es sei V ein kompakt erzeugter, distributiver Verband, in welchem (%) er-
fullt ist, sooft nur @ ein kompaktes Elements ist. Nach Lemma 3 ist V isomorph
mit J(H), wo H ein 0 element besitzender, distributiver dual-relativpseudokom-
plementdrer Halbverband ist.

Betrachten wir zu jedes h€ H den B{#) zerlegungsboolschen Verband. Es sei
E(h) = B(h) (X —>x, X€E(h), x€ B(h)) so, dass die Verbinde E(h) disjunkt sind,
also wenn h, 2 h,, so E(h A E(hy)y=@. Wenn ein x ¢ H, x<€ B(h), so bezeichnen
wir ¥ mit (/). Betrachten wir nun die Menge aller E(h) (h€ H) und identifizieren
wir alle 0 Elemente d. h. 0(/,) =0(/#,) =0. Bezeichnen wir diese Menge zusammen
mit den in E(h) existierenden Ordnungsrelationen mit K, . So ist K ein |J-partieller
Verband: X(WNFU) =), XMN7Kk)=0 (h=k h k€H) und X(h)UF(k)
existiert dann und nur dann, wenn A=k, und dann (AU (h) =xUy)h).

Wir werden den U-partiellen Verband K, zu einem !'J-partiellen Verband K
erweitern. Essei s>k in H. E(f)v E{k) ist ein p-ldeal in K, und es gilt X(M
MNypk)=0. So existiert nach Lemma 9 ein Verband L derart, daB E(#) {(=1,) und
E{k) (=1,) ldeale von L sind. Bezeichnen wir dieses L mit L(h, k) und betrachten
wir die Menge

K=V L{ k.

hkeH

h>k
K ist ein U-partieller Verband: wenn x, y € L{A, k), so existiert x(\y, da L{#, k)
ein Verband ist: wenn x€L{h, k), y€L(hy, k) und hys#hy. ko ky#hy ks
so x(Ny=0; wenn aber z. B. k; =k, so xNy€E(k,)S L(h,, k). Schlilich exi-
stiert x\Uy, wenn x und yin demselben L{/, k) liegen. Die in Lemma 10 vorkommen-
den Elemente {b,} sind die Einheitselemente von L(h, k).

Wenn wir zeigen, dal ©(K) mit V¥ isomorph ist, so sind wir nach Lemma 10
mit unserem Beweis fertig.

Es sei ©cO(K). Wenn /;(h)EO (©), so gilt nach Lemma 9 in L(h k)EK
k (k) =0 (@) fiir alle Elemente k = k. Weiterhin, wenn /,(h,) =0 (®) und /,(/1,)=0(O).
so gilt wegen ky = hyx(hUhy)=hy und ky = hy k(L hy=h, f(— (k) =0(®)
und kz(kz) 0(©). Aber dann besteht k,, k, € B(h Uhy), d.h. es existieren in
E(h, U 7) die Eemente ky(hy Uh,), ky(h,Uh,) so, daBd ke (h Uh)U ‘kz(/uL hy) =
= (h Uhy)Y (h, Uh,). Nach Lemma 10 folgt in L{h Uh,, k) aus k, (k) = 0(0)
ki(hyUh;)=0(©) und ebenso ky(h, Uhy)=0(®), d.h. (E‘;’D”/{z‘) (hyUhy) =
= ky(hy Uh)Uky(h, 1Uh,) =0(©). Damit haben wir bewiesen, dafl jede Kongruenz-
relation © € ©(K) auf der Menge {#(h)} eine solche Aquivalenzrelation ©* bildet,
wo /z—(k)zk*(k) (©*) dann und nur dann besteht, wenn /1, k€7 fiir ein Ideal in A.

Zuletzt miissen wir zu J(H) = ©(K) zeigen, daB wenn 7 ein beliebiges Ideal von

H ist, so genau eine Kongruenzrelation von K derart existiert, daf 5(11) EE(k)(@)
dann und nur dann, wenn &, k € I, Diese Behauptung ist aber aus den Eigenschaften
(i) und (itd) des Lemmas 9 klar, q. e. d.
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§ 5. Folgerungen und Probleme

Zuerst beweisen wir die zwei Korollare, die wir in § 1 erwihnt haben.

Beweis von Korollar 1. Jeder endliche distributive Verband ¥V ist trivialerweise
auch kompakt erzeugt und erfiillt () fiir beliebiges kompaktes Element a (offensicht-
lich sind in diesem Fall alle Elemente kompakt). So existiert nach dem Satz der
Verband L mit @(L)=V. Dafl L auch endlich ist, kénnen wir aus den Beweisen

der Lemmata 7, 9 und 10 sehen.

Beweis von Korollar 2. In [4] ist es bewiesen, daB} 27 = J/(F), wo Fein distributiver
Halbverband mit O Element, und jedes Element die Vereinigung endlich vieler U —
irreduziblen Elemente ist. Es sei a>b, a, b¢ F. Nach der Distributivitit von F gilt

a=x,Ux,U...Ux, und b=xU. . Ux
(k<=n), wo die x; irreduziblen Elemente
sind. Das Element ¢ = \ «x

i=k+1
sichtlich das dual-relativ Pseudokomplement
axb, also F ist dual-relativpseudokom-

plementar.

Wir haben gesehen, daBl (%) — wo a
ein kompaktes Element ist — eine hinrei-
chende Bedingung darstellt, damit ein kom-
pakterzeugter distributiver Verband mit einem
Kongruenzverband eines Verbandes isomorph
sei. Dall diese Bedingung nicht notwendig
ist, zeigt das folgende Beispiel: Es sei @ =0,
0,=0,,, dann OUAO, <A(OUO)).

ist offen-

ProBLEM 1. Essei ¥ ein kompakt erzeug-
ter, distributiver Verband, in welchem ()
gilt, sobald nur a ein kompaktes Element
ist. Existiert dann ein abschnittkomplemen-
tdrer Verband L so, dall V=0 (L)?

PrOBLEM 2. Suche hinreichende und
notwendige Bedingungen dafiir, daB3 in einem
kompakt erzeugten distributiven Verband V

o}

eine Kette von Teilverbdnden V, existiere so, daB V, ein kompakt erzeugter,
distributiver Verband sei in welchem (%) gilt sobald nur a ein kompaktes

Element ist, und ¥ V, = V.
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