UBER DIE ANORDNUNG VON RINGEN

. Von
G. GRATZER und E. T. SCHMIDT (Budapest)
(Vorgelegt von L. Reper)

Es sei R ein beliebiger angeordneter Ring ohne Nullteiler und 7/ ein
Ideal von R. Offenbar induziert die Anordnung von R eine Anordnung in I
"Nun stellt sich die Frage, ob die Umkehrung dieser Behauptung gilt, d. h.
©ob jeder Ring R ohne Nullteiler und mit einem angeordneten Ideal / (Z=0)
stets angeordnet werden kann, und wenn ja, auf wieviele Weisen sich dle
Anordnung von 7 auf R fortsetzen l4Bt.

Satz. Es sei R ein Ring ohne Nullteiler und I ein von Null verschie~
denes Ideal in R. Ldft I eine Anordnung zu, so kann R auf eine und nur
eine Weise so angeordnet werden, daf die Anordnung von I erhalten bleibt}

Bewels. Nehmen wir an, daf / eine Anordnung mit dem Positivitits-
bereich P zuldfit. Wir definieren eine Teilmenge Q von R folgendermafien:
X € R gehdrt dann und nur dann zu Q, wenn es ein « € P mit xe ¢ P gibt.-
Wir zeigen, daB Q ein P enthaltender Positivititsbereich in R ist.

1. Gilt ex€ P flir ein ¢ € P und x € R, so gilt xg € P, und folglich
auch gx € P fiir jedes ¢ P. Da P keine Nullteiler enthilt, ist x4 von Null
verschieden. Wére —x @ € P, so wiirde —ax g8 € P gelten, aber aus a¢x € P
ergibt sich exf € P; der Widerspruch bestitigt die Behauptung. Es folgt,
dall x € Q genau dann, falls fiir alle ¢ € P, xe¢ und ex zu P gehoren.

2. Fiir jedes Element x € R gilt genau eine der Beziehungen: x=0,
xX€Q, —x€Q. Ist ndmlich x=0, so gilt x¢&Q, weil fiir jedes «<¢P,
Xe=0&P. Sei x==0, dann gilt fir jedes « € P entweder axéP oder
—a X € P, somit gehort entweder x oder —x zu Q.

3. Q ist Halbmodul. Gilt ndmlich x € Q, y € Q, deshalb ex¢ P, ay€ P
fiir jedes « € P, so besteht auch e¢(x-+p)=eax +ay€ P, woraus x+y€Q
folgt.

4. Q ist eine multiplikative Halbgruppe. Aus x€ Q, y € Q folgt ax¢ P
fiir jedes « € P, ferner auch (zx)y € P, deshalb e(xy) ¢ P, also xy € Q.

1 Nach einer brieflichen Mitteilung von Prof. L, Reper hat er einen Teil dieses Sat-
zes bewiesen,
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Da ersichtlich PESQ, ist Q in der Tat ein Positivititsbereich in R, der
eine solche Anordnung von R definiert, die die Anordnung von [ fortsetzt.

Um die Eindeutigkeit einzusehen, nehmen wir an, dafl in R noch ein
Positivititsbereich Q, existiert, der P enthilt. Aus x € Q, folgt offenbar ax ¢ P
fiir jedes « € P& Q,, also — nach der Definition von Q — gehort x zu Q.
Umgekehrt sei x¢€ Q; wire —x€Q,, so wirde wegen des Bewiesenen
—x € Q folgen, was unmoglich ist, also x ¢ Q,. Folglich Q== Q, und somit
ist der Beweis des Satzes beendet. .

FOLGERUNG. Ein Ring ohne Nullteiler lif3f sich genau dann anordnen,
wenn seine engste, Einselement besilzende Ringerweiterung ohne Nullteiler
eine Anordnung zuldft* Die Anordnungen der beiden Ringe konnen eindeutig
einander zugeordnet werden. V ' ‘

Zum Schluff sei bemerkt, daB unser Satz im kommutativen Fall nichis
neues behauptet, da jedes Ideal eines Integrititsbereiches R denselben Quo-
tientenkdrper wie R besitzt und die Anordnung eines Integritdtsbereiches auf
genau eine Weise zu einer Anordnung des Quotientenkdrpers fortgesetzt:
- werden kann.

(Eingegangen am 18. Mirz 1957

2 ]. Szewprer, On the extension of rings without divisors of zero, Acta Sci. Math..
Szeged, 13 (1950), S. 231—234. ‘ ‘
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