'ALGEBRAI STRUKTURAK KONGRUENCIARELACIOIROL
' frta: SCHMIDT E. TAMAS

Bevezetés

- Mint ismeretes (lasd [1]) egy tetszbleges A algebrai struktira* @, @...
kongruenciarelacioi a természetes részbenrendezésre nézve [@ = @ akkor és
csakis akkor teljesiil, ha x==y (@) maga utdn vonja x=y(®D)-t] komplett
halét alkotnak, melyet @(A)-val jelolink. Feladatunk @ (A) szerkezetének
megismerése. Egy adott A struktirabol kiindulva annal konnyebb @ (A) vizs-

.galata, minél tobb kongruenciarelacidja irhat6-A-nak @, alakba. (@, a leg-

kisebb olyan kongruenciarelaciét jeloli, melynél a=b. A O,, alakba irhat6
kongruenciarelacidkat minimalisnak nevezzik) Ha példdul minden kongru-
enciarelacié minimalis, akkor nagyon szoros az adott A struktira elemeinek
és kongruenciarelacié héalojanak kapcsolata. Mivel minket vizsgalatainkban
O (A) szerkezete érdekel, ezért kézenfekvb gondolat az A struktirat egy olyan

8 strukttirdra kicserélni, hogy @ (A) és @(S) izomorfok legyenek, s emellett - -

S-nek a lehet6 legtobb kongruenciareldcidja legyen minimalis. HASHIMOTO [3]

egylk tétele szerint a minimdlis kongruenciarelaciok  sziikségképp alulrol -

elérhetetlenek. A dolgozat féeredménye ennek megforditisa: olyan S strukturat
konstrudlunk, melyre @(S)N@(A) és @ (S) minden alulrol elerhetetlen

eleme minimalis.

Ez a tétel els6 klserlet hogy teljesen aitaianos algebrai strukturakra‘

vonatkozéan bizonyitdsi médszert nydjtson. Ezen mddszer alkalmazdsira a
dolgozat két péidat targyal. Els6ként P. M. WHITMAN [6] egy nevezetes téte-

lére ad 1] bizonyitast. Ezen tétel szerint minden véges haié beagyazhato egy

particio haldba.

A moédszer mésik alkalmazdsa a MALCEV altal bevezetett részleges
-~ algebrai struktirdk, masnéven algebrai strukturoidok elméletében torténik..
Bebizonyitjuk, hogy minden véges halé izomorf valamely véges algebrai
.-strukturoid kongruenciarelacié hal6javal. ' ‘

. * Az absztrakt algebrai és haléelméleti fogalmakra nézve az [1] konyvre utalunk.
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1. §. El6késziiletek

- Legyen A valamely algebrai struktira. Az A-n értelmezett miiveletek
Osszességét jelolje M(A). Mar a bevezetésben is emlitettiik, hogy a termeé-
szetes részberendezésre nézve A kongruenciarelicioinak Osszessége, @ (A),
halot alkot. G. BIRKHOFF és V. S. KRISHNAN (Iasd[ D kﬁvetkez& tétele effektive
megadja ezeket a miiveleteket:

Legyen {®,} valamely részhalmaza @(A)—nak A {@a} kongruencxa-—
relacick komplett metszeténél x és y (x,y € A) akkor és csak akkor kon-
gruensek, ha x=y (@) minden O € {@,}-ra. A {O,} kongruenciarelaciok
komplett egyesitésénél x és y akkor és csak akkor kongruensek, ha alkalmas
X==Xg, Xay o0y Xo =Y SOTOZAtra X, ;1 =x:(0) (i=1,2,...,0) megfeleiﬁképp

~ valasztott ©; € {0,}-val.

A komplett metszet definicidjabol lathats, hogy az Gsszes olyan kon»
gruenciareldcié metszeténél, melyeknél a=b (rogzxtett a, b € A-ra), szintén:
fennall a=»b. [gy tehat valéban létezik @,,.

Az A struktiran beliil meg lehet adni azt, hogy mely elempérok kon-
gruensek moduld G, (a,b€ A). A tétel egyszeriibb megfogalmazhatésaga
kedvéért eldbb bizonyitjuk a kovetkezot:

1. LEMMA: Minden A algebraz sz‘raklurahoz taldlhato olyan S algebrai
struktira, hogy O (A)=>=O(S) és M(S)-ben csak egyvdltozds miveletek
vannak.

BIZONYITAS: Legyen az § struktara ugyanazon a halmazon értelmezve,

_mint A. Legyen ¢ (xi, ..., x.) valamely tetszbleges n-valtozés miivelete A-nak.

Ha ennek a miiveletnek n—1 valtozqat rogzitjiik, akkor egy egyvaltozés '
miiveletet nyeriink.

M(S)-et tigy definialjuk, mint M(A) Osszes egyvaltozés miiveleteit,
tovabbd az Osszes tobbvaltozds - miiveletbsl, az Osszes lehetséges modon
elkészitett egyvaltoz6s miiveleteket. Konnyfi belatni, hogy O(S Y= 6 (4). S6t
még ennél tobb is igaz. Az is vilagos, hogy S és A kongruenciarelacioi
ugyanazokat a maradékosztalyokat létesitik. ' '

Az 1. lemma egyszerlisége ellenére is fontos. Ugyanis, mint a beveze-

“ tésben is emlitettiik, adott @ (A4) mellett célunk az A sruktirat olyan S struk-

tirdra kicserélni, hogy @ (4)=~@(S) s amellett az S struktirabol mar e lég
sok kovetkeztetést vonhassunk le @ (S)-re. Az elsé ilyen kicserélési 1épést
mutatja meg -az -1. lemma.

Legyen adott az A struktiira; most mar feltesszdk hogy M(A)-ban csupdn
egyvaltozos miiveletek szerepelnek. Azt mondjuk, hogy A valamely a, b elem~

pdrjdhoz hozzd van rendelve ac,d elempdr, jelben a,b->c, d, ha a kalmas,
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@, q>27 ooy @n E M(A)‘ra
C:¢1(p2--.(pn(a), d:¢1902...(pn(b)
[91 ;... @u(x) roviditett jelolése ¢, (g2 (... @n (x))...)-nek].
®. LEMMA: Az A csupa egyvdltozds miivelettel rendelkezd struktirdban
c=d(0.,) akkor és csak akkor teljesiil, ha léteznek olyan ¢ =y, Y1,...,Yn=0d
elemek, hogy

a,b—y1,¥: (i=1,2,...,n).

A 2. lemma explicite kimondva még sehol sem szerepelt. Lényegé-
ben azonban tartalmazza A. 1. MALCEV [4] dolgozata s halok esetére R. P.
DILWORTH [2]. Lényegében ugyanigy fogalmazhaté6 meg tetszdleges (véges sok
valtozds) miiveletekkel ellatott struktirara is, szamunkra azonban elég a

- fenti egyszeriibb alak.

Az 1. lemma mutat rd arra, hogy kongruencia szempontbol miért ]ogos
G. BIRKHOFF konvencidja: csak véges valtozos miiveleteket engediink meg,
de ezekbdl akdrhany lehet. Ugyanis az 1. lemma szerint kongruencia szem-
pontbol elég egyvaltozés miiveletekre szoritkozni, viszont médr egy binér-
miiveletbdl is végtelen sok egyvaltozés miiveletet kapunk.

Sziikségiink lesz a kovetkezd lemmaéra:

3. LEMMA: Az L hdl6 egyesités kongruenciareldcidi komplett hdlot alkot-
nak. Minden egyesités kongruenciareldcio, ©°, felirhaté \/ O, alakba, ahol
Q7 az a és b-t egybeejtd legkisebb egyesités kongruenciareldciot jeloli.

"BizonvyiTAs: Tekintsiik az L hédlonak csak az egyesités miiveletét. Erre
nézve L algebrai struktirat alkot: L°. Igy tehat BIRKHOFF [1] tétele szerint
L~ kongruenciarelaciéi komplett halét alkotnak. L’ kongruenciarelacioi eppen
L egyesités kongruenciarelacioi. Ezzel a 3. lemma els6 részét belattuk. A 6"
egyesités kongruenc1arelac10 nyilvdn el6all az dsszes olyan 0., egyesitése-
képp, melyre a=5b(0").

Az A algebrai struktira kongruenciareldcio haléjanak O(A)-nak valamely
{O.} részhalmazat iranyitott halmaznak nevezziik, ha minden @,, @p¢ {@.}-

-hoz taldlhaté @, € {@.}, melyre O, = 0,, Op = O, teljesiil. Ha @ eldall egy

olyan irdnyitott halmaz elemeinek komplett egyesitéseképp, amely iranyitott
halmaznak ©nmaga nem eleme, akkor (-t alulrél elérhetdnek nevezziik.
Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy @ alulrdl elérhetetlen. Az alulrdl elér-
hetetlen kongruenciarelaciok fontos szerepet jatszanak, struktirdjuk mar meg-
hatdrozza @ (A) szerkezetét. Az alulr6l elérhetetlen kongruenciarelacidk leirasat
tartalmazza a kovetkez6 étel, mely J. HAsHIMOTOtOl (lasd [3]) szdrmazik:

4. LEMMA: Legyen A algebrai struktira's © € @ (A). A O kongruencia-

reldcio akkor és csak akkor alulrdl elérhetetlen, ha véges sok minimdlis kong-
ruenciareldcio egyesitése. :
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2. §. Az alulrél elérhetetlen €és a minimalis kongruencnarelac:ék
kapcsolata : :

Lattuk az eddigiekbdl, hogy a minimalis kongruenciareldcidék a legegy-
szerfibben leirhatok s igy a legkonnyebben kezelhetGk. Masrészrl Wz is
vildgos, hogy az eredeti struktira elemei ezekkel a kongruencxarelamékkal
vannak legszorosabb kapcsolatban, példdul az eredeti struktira elemeinek.
- permutdcidjara ezek a kongruenciareliciok a legérzékenyebbek. Kivanatos
tehat, hogy a struktirdnak minél tobb minimalis kongruenciarelacioja legyen
- A dolgozat erre vonatkozé™ féeredménye a kovetkezd:

1. TETEL: Minden S algebrai struktfiirdhoz taldlhato olyan T algebrai
struktira, melyre ©(S)== @ (T) és O(T)-nek minden alulrdl elérhetetlen eleme.
minimdlis.

Megjegyzés. Erdemes megvizsgdlni, hogy az 1. tétel mit mond a 4. lemma
szempontjabol. Tudjuk, hogy minden @ kongruenciarelacié minimalis kon-
gruenciarelaciok komplett egyesitése, @ =\/6,,. @ altaliban sokféleképpen
irhat6 fel, mint minimalis kongruenciareliciok egyesitése. Tekintsiik mindazon
kardinalis szamokat, amilyen szdmossagii minimdlis kongruenciarelacio egye-
sitéseképp @ elballithats. ' A kardinalis szamok jolrendezettsége miatt ezek
kozott lesz egy legkisebb; nevezziik ezt ® rendjének. HASHIMOTO tétele azt
mondja ki, hogy @ rendje akkor és csak akkor véges, ha @ alulr6l elérhe-
tetlen, méasszoval a rend véges, vagy végtelenségét @ (A)-n belill haldelméleti
eszkozokkel el lehet donteni. Tegyiik mar most fel, hogy @ rendje véges.
El lehet vajon donteni, hogy mekkora? Legalabb azt, hogy @ minimalis-e?
Az 1. tétel szerint ezekre a kérdésekre tagadé a valasz. Haldelméleti szem-
pontb6l semmi sem kiilonbozteti meg a minimalis kongruenciarelacidkat ezek
véges egyesitéseitol. v

Bizony(TAs: A gondolatmenet a kovetkezd: eldszor az S strukturat
kicseréljiik -az §” struktirdra, melyben mar csak egyvaltozés miiveletek van-
nak. Ezutan az & struktirdbol megkonstrualunk egy olyan T, struktrat,
melyben az elére kiszemelt ..U @,q (esetleg masodrendil) kongruencia--
reldcié médr minimélis. Eljarasunkat transzfinit indukci6val folytatva, nyerjiik
a tétel allitasat.

Induljunk ki tehat az S algebrm strukturabol. Az 1. lemma alapjan fel-
tehetjiik, hogy S csupdn egyvaltozés miiveleteket tartalmaz. Rogzitsik le S
két elemét: a és b-t. Megkonstrudljuk a 7, struktarat.

Formalisan képezziik minden x¢€ S-re az f(x) elemet (f tehat nem
valamely miivelete S-nek!) azon egyetlen megszoritassal, hogy o= f(b). Az
f(x) alakt elemek halmazat f(S)-sel jeloljiik; S-nek tehat f(S)-sel egyetlen
- kozos eleme van, a, s x=£y esetén (x,y € S) f(x) = f ().
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Tekintsiik ezutdn a 7,= S U f(S) halmazt. Ezen a halmazon egyvaltozos.
miiveleteket értelmeziink. Tekintsiik el6szor az f(x) és g(x) egyvaltozos milve-
letek definicidjat: Az f(x), x€ S esetén, a formdlisan  értelmezett f(x) elem,
-5 ha y=7f(x), akkor f(y)=Ff(x)=f(a); x€S esetén g(x) ="b és gf(x)=x.
Ti-re kiterjesztjilk az osszes, S-en értelmezett egyvaltozos miiveletet. Legyen
w(x) € M(S). Ha x€S, akkor w (x) Orizze meg eredeti jelentését s y=f(x)
esetén legyen wf(x)=w(a). Az f(x), g(x) és w(x) (¢ M(S)) egyvaltozds
miiveletek alkossdk M (7))-et. Ezzel Ti-et algebrai struktirdva tettiik.

Belatjuk eldszor, hogy @ (S)== 0O (T,). Legyen O ¢ ©(S). Definidljuk
Ti-en a kovetkezd relaciot: u==v(®) akkor és csak .akkor all fenn, ha az
alabbi feltételek valamelyike teljesiil: ' ‘ :

(1) u,ve8S és u=v(H); :

(@) u=F(x), v=F(3) és x=y(O);

(3) x=a(0), b=y(0) és vagy u=x, v=f(y), vagy u—f(y) wa, _

Igazoljuk, hogy T,-nek © relacidja kongruenciarelacio.

Vilagos, hogy @ reflexiv és szimmetrikus.

Legyen u=v(0) és v=w(0). Ha u, v, w € S vagy u, v, w € f(S), akkor
a tranzitivitds (vagyis #=w(@)) nyilvanvald, mert lényegében @ tranzitivi-
tasarol van sz (ugyanis f(x)=7(y)(®) (2) szerint akkor és csak akkor
teljestil, ha x=y(0)). Tekintsiik az w,vc S, wef(S) esetet (az u€S;
v, w € £(S) eset hasonléan tdrgyalhato). Ekkor u=v(0), v==a(0), x=5b(0),
ahol w==/(x)((1) és (3) alapjan), igy tehat @ tranzitivitasa folytin u=a(@),
tehat (3) miatt u==w(®). Végezetiil foglalkozunk az u, w€ S, v € f(S) esettel
(u, w€ f(S), v€ S ugyanigy targyalhaté). Ekkor (3) szerint u=a (@), b=x(0),

wv=f(x), w=a(0), s ezek koziil az els6 ¢és harmadik kongruencia @ tranzi-
tivitasa folytin u==w(@)-t adja, ami (1) alapjan a kivant #=w (@)-t jelenti.

Ezutan xgazolguk ©-ra a helyettesitési elvet. Azt kell belatnink, hogy ha
W (x)eM(Ty) és u=v(6), akkor '«//(u)w.o,b(v) (G) is fennall. Harom esetet
kiilonbdztetiink meg:

a) u,v€S. f=r® (®) (2) alapjan adodlk A g miiveletet alkal- -
mazva, a trividlis 6== b (@)-hoz jutunk. Ha o (x) S-nek valamelyik 7;-re kiter-
jesztett miivelete, akkor @ (0)=w (v) (@) igy (1) alapjan o (W)= () (6).

b) u,v€f(S). Ekkor u==f(x), v==F(y) és fenndll x=y(O).Azf(x)=f()
mindkét oldaldra az f(x) miiveletet alkalmazva f(a)=f(a)-t nyerjik. A g(x)
miivelettel x=gf(x)=gf(y)=y adodik, ami (1) szerint szintén helyes.
Végtil valamely S-r8l kiterjesztett o (x) miivelettel o (@)= w (a) adddik.

¢) u€S,v€f(S). Ekkor v=f(x) s fennallnak az u=a(0), b=x(O)
kongruencidk. u==v(®)-ra mindkét oldalt alkalmazva rendre az f(x), g (x) és
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o (x) miiveleteket f(u)=F (a) (O), b=x(O), cu(x)_w(a) (®) adddik, amely
kongruenciak valoban konnyen nyerhet6k a feltételbol.

Ezzel tehdt belattuk, hogy @ kongruenciarelacié. @ egy osztalyozasat
létesiti S-nek is, mint 7, részhalmazéanak, s ez az osztilyozas egybeesik a @
altal 1étesitett osztalyozassal. ,

Kimutatjuk, hogy a ® — ® megfeleltetés izomorfizmus O(S) é O(T)
kozott. Elbszor is belatjuk, hogy 7,-nek mindegyik kongruenciarelicidja els-
allithaté @ alakban. Valoban, legyen @ ¢ O (T,). P létesit S-en egy osztalyo-
zast, melyet indukdlo @ (S)-beli kongruenciarelaciot jelolie ©. Belatjuk, hogy
@ = 0. Legyen u=uv(®). Ha u,v¢ S, akkor az allitas nyilvanvald. Vildgos
az u,v € f(S) esetben is, hiszen f(x)=f(y) (D) ekvivalens x=y (D)-vel.
Az u€S,v€f(S)(v=f(x)) esetben a kongruencia mindkét oldalara alkal-
mazzuk az f(x) fiiggvényt, f(u)=7f(v) =ff(x) = f(a) (D) adédik, majd a g(x)
fiiggvényt, s u— g f(u)=gf(a)=a (P)-t kapjuk. A tranzitivitas folytan tehat

=v (D), vagyis b=g(a)=g (v)=gf(x)=x (D) is fennall. I[gy a O kon-
gruenciarelacional u=a és b=-x, vagyis T-re valo kiterjesztésénél a (3) sza-
bély szerint fenndll u=f(x)(®), ami a bizonyitandé volt. Belattuk tehat,
hogy @— O egy-egyértelmii megfeleltetés @ (S) és O (T;) kozott. A kiter-
jesztésre vonatkoz6 szabaly miatt az is-nyilvanvalo, hogy @ > @ akkor és
csakis akkor teljesiil, ha @ > @ fennall. Ha két halé kozott adva van vala-
mely egy-egyértelmii, kolcsonosen szigortan monoton leképezés, akkor az
sziikségképp izomorfia, igy ® (S) és @(T;) valéban izomorfok.

Masodszor bebizonyitjuk, hogy

@a U @b a= ()c,f(d)-

Valéban, b=d (6., U O,4) s ebbdl adédik, hogy a = f(b)=f(d)(Ou,. U O)4),
s ezt dsszevetve a=c(Oa.U Oya)-vel c=f(d)(O,.U O, z)-t kapjuk, s igy
@a,c u @b:d z @c,f(d)- Megforditva, C Ef(d) (@c,f(d_))-b('j] f(C)Eff(d) ———f(a) (@c,f(d))
azaz c=gf(c)=gf(@)=a(O.xa)-t kapunk, tehat a tranzitivitis miatt
a=fO)=fd)(Ousa) és b=d (O, 11).Igy .. =0, 14 és @y 1=0, s tehit
0,,: U Oy 0= 0, 14, amivel a kivant egyenlGséget bizonyitottuk.

Ezzel teljes egészében belattuk, hogy 7, megfelel a kirott feltételeknek.

Tekintsiik azon T struktirdk {7.} osztalyat, mely eleget tesz a kovetkezd
kikotéseknek: :

A) SC T és S-nek minden miivelete ki ‘van terjesztve 7-re, amit forma-
lisan M(S)S M (T)-vel jeloliink.

B) O(S)~6 (7).

C) Legyen @c®O(T) s jelolie @cO(S) azt a kongruenciareldciot,
amely S-en ugyanazt az osztdlyozast létesiti, mint @. A @ altal 7-n indukalt
kongruenciarelacié megegyezik ®-vel.
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{T.}-n definidlunk egy részbenrendezést a kovetkez6képp: T, < T3 akkor
és csakis akkor teljesiil, ha S és T helyett 7, és Tp-ra teljesiilnek az A), B) és
C) feltételek, tovabba T,-nak van olyan nem minimdlis kongruenciareldcitja,
amely 7p-n mar minimalis. A definialt relacié nyilvan részbenrendezés. Legyen
{Tp}scp valamely lanca {To}-nak. Definidljuk a T algebrai strukturat a kovet-
kezBkép: x€ T akkor és csakis akkor teljesiil, ha valamely #¢B-re x€ T, s
legyen M(T)= B\é/B M{(T3). Mivel T, < T esetén 7, minden miivelete ki van

terjesztve Tp-ra is, ezért valoban T algebrai struktira: Belatjuk, hogy T€{T.}.
A) vilagos. Akarhogyan vesziink egy ® € @(S)-et, az ki van terjesztve min-
den Tp-ra s igy magédra T-re is. (Ezek a kiterjesztések egymads folytatdsai
éppen mert {Tg}ycp lanc.) Ezen kiterjesztett kongruenciarelacio bir a C)-ben
leirt tula;donsaggal hiszen ellenkezd esetben {(ez épp a 2. lemmabdl lathato

vilagosan, hozzatéve még, hogy T-nek barmelyik véges részhalmaza benne .

. van egy alkalmas T,-ban) mar valamelyik Ts-ban ellentmonddsra jutndnk.
Ugyanigy lathaté be B) teljesiilése is.

' Belattuk, hogy {7.}-ban minden részlancnak van maximalis eieme, igy
a Kuratowski—Zorn lemma kissé altalanosabb formajabol lathato, hogy {7}~
ban van maximdlis elem, jelolje az egyiket 7. Belatjuk, hogy T eleget tesz
az 1. tétel feltételeinek. @ (7)== O (S) adoédik T€{T.)-bol. Tegyiik fel, hogy
O (T)-ben van véges rendir de nem minimalis kongruenciareldcio. Ekkor
7-b6l kiindulva és a tétel elején leirt konstrukciét ismét alkalmazva {Te}-nak
egy T-nél nagyobb eleméhez jutnank, amely ellentmondas 7T maxxmahtasavai
Ezzel az 1. tétel igazoldsat befejeztiik. :

Kiegészités. Ha dz S struktira véges, akkor T is végesnek vehetd.

A kiegészités allitisa a konstrukciobol nyilvanvalo.

Lathat6, hogy a konstrukciéban megadott struktira semilyen szokasos
struktiira osztalyba (csoport, gyiiri, hai6 stb.) sem fartozik. Felmeriil tehat a
kivetkezd probléma: egyes struktiira osztalyokra taldljunk olyan konstrukciot,
mely az adott strukttra osztalybél nem vezet ki, vagyis ha S benne van,
akkor T is eleme. Ez eddig csak két struktira osztilyra, a véges és a disz-
tributiv halok osztdlydra sikeriilt megadni. Erre majd masutt visszatériink.

Csoportok, gyiiriik, végtelen halok esetében a probléma igen nehéznek tiinik.

3.§. Particié halok véges részhaloi
A Whitman tétel egyszerfien fog adédni a kovetkez lemmabol:

5. LEMMA: Legyen S véges algebrai struktira, ®a, o nem 2éré elemei
€ (S)-nek, s teljesiilion a O, = D, egyenloﬂenseg Létezik egy olyan T algebrai
struktira, hogy @(T) tartalmaz ©(S)-nek \/@@a, x, Szerinti egyesités homo-
morf képével izomorf részhdiot.

5 HL Osztaly Kozleményei 1X/2



170 SCHMIDT E. T.

BizonviTAs: Az 1. lemma és 1. tétel szerint feltehetd, hogy
S-en csak egyvaltozés miiveletek vannak értelmezve s hogy @ (S) min-
den eleme minimélis kongruenciarelcié, s igy @, = 0O.,,1,, Pa=0,_, 4,.

Definidljunk minden az V @3a,¢a—ban szerepld « indexre egy f.(x) fiiggvényt
Ugy, hogy fa(da)=Cu,fa(ba)=d. és minden x €S (x= da, ba)-ra az f,(x)

uj elem. Legyen az f,(x) elemek halmaza £.(S). Az V(Suf, (S)) halmaz nem

struktira, hiszen sem az f,(x) sem a g€ M(S)-beli miiveletek az f(S)-eken
nincsenek értelmezve. Ismét formalisan definialjuk P f«(S)-et (természetesen
feltéve, hogy S-nek nem épp az a, vagy b, elemér6l van sz0), tovabba
Tegsfa(S)-et és igy tovabb az f.(x)-ek és az M (S)-beli miiveletek Osszes
lehetséges véges sorrendjét figyelembe véve. Ezen uj elemek koziil kett6 csak
gy eshet egybe, ha az az f,(as) = Cq, fu (bo) = d. szabalyokbél kovetkezik.
Tekintsiik az igy kapott elemek halmazat és jeloljilk  7-vel. Nyilvanvaloan a
T halmazon értelmezve vannak mind az f,, mind az M (S)-beli miiveletek.
Igy tehat 7 algebral struktiira.

Alht]uk hogy T kielégiti a lemma feltételeit.

Tekintsitk S-nek egy @ kongruenciarelaciojat. Definidljuk G-, T egy
relacijat, a kovetkezokepp x=y(0) akkor és csak akkor, ha leteznek olyan
xi, Vi—k (€A, i =1, o N), hogy xl_yl(@) tovabba olyan x=2z,, z;,...2,=y
T-beli sorozat, melyre X, Vi zi1, 2 (i=1,2,. , n). Konnyfi beldtni, hogy &
kongruenciarelacio. Mivel az a,=b, kongruenc1a mindkét oldalara alkalmazva
az f.(x) milveleteket co=f, (as)=/.(bs)=—d, adodik, ezért O, = D,.
Hasonlokepp lathatd, hogy ha két kongruenciarelacid, @, és @, kongruens
V@@ » m,-Ndl, akkor @, = @,. Tovabbd semmilyen, az f, (x)-ekkel bejovd uj
hozzarendedelés egyetlen O@a,{pa -nal kisebb kongruenciarelaciét nem bant,

hiszen egy 1j miivelet csak az a., b, — ¢4, d, hozzarendelést létesiti s ha vala-
milyen kongruenciareldciondl mar a,=b,, akkor az mar nagyobb, vagy
egyenld, mint @,. Nyilvidnvaldan az eredeti struktirdn beliil mds hozzaren-
delés nem létesiilt, hiszen més elempdrokra az 4j f, (x) operdciok alkalmazasa
~kivezet az S struktirabol s visszamenésre nincsen lehetoség. Ezzel a lemma
bizonyitasat befejeztiik.
Lathatjuk, hogy a bizonyitas leglenyegesebb pontja az, hogy a 0, és @,-k
minimélis kongruenciareldciok. Ha ugyanis @,-rél csak annyit tudnank, hogy

alulrdl elérhetetlen, vagyis @, —= \7@%, 5, akkor nem tehetnénk meg, hogy az
=1

a;, bi-kre definidlnank uj fiiggvényeket, mert ekkor a ©,-nal kisebb O, s,

kongruenc1arelac1okat is megbolygatnank, vagyis a @ — @ megfeleltetés nem
a VO aq10, Szerinti egyesités homomorfizmus -volna. Az 5. lemma vég-

P
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eredményben azt allitja, hogy véges algebrai struktdra kongruenciarelacio
halojanak minden egyesités homomorf képe bedgyazhaté egy algebrai
struktira kongruenciarelacié hilojaba és igy egy particié haloba (ugyanis egy
algebrai struktira kongruenciarelacidinak haléja komplett részhaldja a struk.
tiran, mint halmazon értelmezett particié halonak). Az atfogalmazas helyes-
ségének igazoldsahoz csak azt kell belatnunk, hogy az 5. lemmdaban szerepld
egyesités homomorfizmus a lehet legaltaldnosabb. Azonban mint a 3. lem-
mabodl tudjuk, minden egyesités kongruenciarelicié minimalis egyesités kong-
ruenciarelaciok egyesitése. Igy tehat alkalmazhaté az 5. lemma. Ezen meg-
jegyzés utan igazoljuk Whitman tételét:

2. TETEL: Minden "véges hdlé bedgyazhato egy pa?rtt’cid hdloba.
BizONYiTAS: Azzal az ismert ténnyel kezdjiik, hogy minden véges L halo-

‘hoz talalhaté olyan B véges Boole-algebra, melynek L egyesités homomorf
‘képe. Valdban, legyen B az L halé Osszes részhalmazanak Boole-algebraja.

Feleltessik meg B egy elemének, amely L valamely részhalmaza, ezen

" elemek L-beli egyesitését. Konnyii szdmolds mutatia, hogy ezaltal épp a

kivant egyesités homomorfizmust kaptuk.

Minden véges Boole-algebra alkalmas algebral struktiranak (ti. onmaga-
nak) kongruenciarelacié haldja s igy az 5. lemma s az el6bbi megjegyzés
szerint ezek minden egyesités homomorf képe, azaz minden véges halé
beagyazhaté kongruenciareldcié haloéba s igy particié haléba.

4.§. Algebrai strukturoidok kongruenciarelacioi

Sok olyan algebrai operaciéval taldlkozunk, melynek az értelmezési tar-
tomanya nem az egész struktira. Példaul egy gyfirii elem multiplikativ inverze
kozismert ilyen fogalom, ugyanis egy gyiiriilben nem minden elemnek van
sziikségképpen inverze. Hasonloképpen egy elem komplementumanak fogalmat
is altalanosan haszndljak a haloelméletben olyan halok esetében is, ahol nem
minden elemnek van _komplementuma. Pontosabban szolva, a gyfiriiknél az
x71, illetve haldkndl az x* operacié értelmezési tartomdnya altaliban nem az
egész struktira. MALCEV [4] mutatott rd, hogy az ilyen operacidkat is (tehat
ahol az értelmezési tartomany nem sziikségképpen esik egybe az egész struk-
taraval) teljesjogt operdcidknak kell tekinteniink. Egy ilyen operaciot részleges
algebrai miiveletnek neveziink. Az algebrai strukturoid (masnéven részleges

algebrai struktura) egy olyan halmaz, melyen adott egy vagy tobb (de min-
dig véges valtozoju) részleges algebrai miivelet.

Mint ismeretes, egy S algebrai struktira kongruenciareldcidinak halo;a
izomorf az S halmaz particié haléjanak valamely részhéldjaval, mégpedig ezt

B
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az izbmorﬁzmust ﬁgy kapjuk meg, 'hogy egy kongruenciareiéeiéinak meg-

gy

az alhtas algebrai strukiurmdokra mar nem érvényes. Egyszerii eﬂenpelda a

- kovetkezd: S legyen az 1,2,3 és 4 szamok halmaza. S-en -egy részleges

miivelet, f(x) van értelmezve. f(x) értelmezési tartomanya 1, 2 és f(1)=2,

f(2)=3. Legyen © az a kongruenciareldcié, melynél csupin 1=4, s @

pedig, mely 2-t és 4-et ejti egybe. Ha @-t és ®-t mint kongruenciareldcio-
kat egyesitjiik, akkor mind a négy elem egy osztdlyba keriil, mig @ és @
mint particiok egyesitésénél 1, 2 és 4 keriil az egyik osztilyba, s 3 onmaga-
ban alkotja a masik osztalyt.

A kovetkezé allitds azonban igaz.

6. LEMMA: Az S algebrai strukiuroid kongruenciareldcisi hdlot alkoinak.
Ez a hdlo izomorf az S halmaz particié hdldjdnak valamely metszet rész-
hdléjdval. ‘ '

BizonviTAs: Feleltessiik meg mindegyik kongruenciarelaciénak az dltala
1étesitett osztalyozast, mint particiot. Akarhany ilyen particié particielméleti
metszete 4jbol kompatibilis osztdlyozds lesz, mert ha a és b egy osztélyban
vannak, s valamely ¢ (x) részleges miivelet (az 1. lemma érvényes természet-
szerfileg algebrai strukturoidokra is, ezért tehetjiik fel, hogy csak egyvéltozos
részleges algebrai miiveletek vannak) értelmezve van a és b-n is, akkor ¢(a)
és ¢ (b) azonos osztalyban volt mdr mindegyik kiinduldsul vett particiénal is,
igy ezek komplett metszeténél is.

fgy tehat tetszBleges sok kongruenciarelacionak létezik komplett metszete
s ez megegyezik a megfeleld particidelméleti metszettel. Mivel a kongruencia-
relaciok oOsszességének nyilvan van legkisebb és legnagyobb eleme (lasd [1],
49. oldal), valéban halét alkotnak. Ez- egytittal a kivant izomorfizmust is szol-
géltatja. '

Az 1. tétel természetszeriileg érvényes algebra1 strukturoidokra is, vagyis
kimondhatd a kovetkezd allitas:

7. LEMMA: Minden S algebrai strukturcidhoz faldlhaté olyan T algebrai
strukturoid, hogy @ (S)==0O(T) és @(T) minden alulrol elérhetetlen eleme
minimdlis.

Az 5. lemma algebrai strukturoidokra éiesebben fogalmazhaté meg:

8. LEMMA: Legyen S véges. algebrai strukturoid s ©O,= @, S-nek nem
26r¢ kongruenciareldcioi. Ekkor taldlhato olyan T algebrai strukturoid, hogy

O(T) izomorf O(S)-nak V@@a, z, Szerinti egyesités homomorf képével. Ha

S véges, akkor T-is felteheto végesnek.
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BizonyiTAs: A 7. lemma szerint minden alulrdl elérhetetlen kongruencia- -
relacié minimalis, igy alkalmas aa, ba, ca, d. elemekkel G)a———@aa,ba, D,y =
= 0),_,q,. Definidljuk a f, részleges algebrai miiveleteket: f, értelmezési tar-
tomanya d. €s ba, tovabba fu(@u)= Ca, fa(bs) =d.. Ezen részleges algebrai
miiveleteket hozzdcsatolva M (S)-hez kapjuk M(T)-t. Az 5. lemma bizonyita~
sahoz hasonléan lathaté be, hogy T eleget tesz a 8. lemma feltételeinek. Az
5. lemmaval szemben .az egyetlen kiilonbség, hogy uj elemet nem kellett
definidlnunk s igy T-nek uj kongruenciarelaciéja nincsen, tehdt @ (S)-nek

V@@a,pa szerinti egyesités homomorf képe nem részhaléja @ (T)-nek, mint

az 5. lemmdban, hanem égyenesen‘izomorf vele. ,
Ezen elokészilletek utan mar konnyen bizonyithatjuk a paragrafus
f6eredményét:

3. TETEL: Minden véges hdlo egy alkalmas véges algebrai sz‘rala‘urozd
kongruenciareldcio hdldjdval izomorf. ‘ '

BizonyiTAs: Minden véges halé egy alkalmas véges Boole-algebra
~ egyesités homomorf képe, tovabba minden véges Boole-algebra valamely vé-
ges algebrai strukturoid kongruenciareldcié haldjaval izomorf. Végiil minden
egyesités homomorfizmus minimdlis egyesités homomorfizmusok egyesitése.
Ezen dallitisokat dsszevetve a 8. lemma allitasdval adodik a 3. tétel.

A 6. lemma és a 3. tétel kombindcidja a kovetkezb:

KOROLLARIUM: Minden véges hdlé izomorf egy véges particio hdlo alkal-
mas metszet részhdlojdval. _ ,

Megjegyezziik, hogy azt mar O. ORE [5] bebizonyitotta, hogy minden
véges halé izomorf egy véges particid halo alkalmas egyesités részhaldjaval.
Azonban a particié halé (ha tobb, mint haromelemii halmazon van értelmezve)
nem Ondudlis, igy Ore tételébd]l nem nyerhet a fenti korollarium.



