HALOK IDEALJAI ES KONGRUENCIARELACIOI I.
GRATZER GYORGY ES SCHMIDT ELIGIUS

Bevezetés

Ismert gyilriielméleti tétel, mely szerint az R gyfirli barmely faktor-
gyliriije egy-egyértelmiien meg van hatdrozva R egy idedlja altal. Hasonlo tétel
érvényes a csoport normalosztoira is. Halok esetében azonban ezen alapvetd
tétel mar nem érvényes. El6fordulhat ugyanis, hogy az L hilé valamely ideélja
tobb homomorfizmus magja, s6t az is, hogy egyaltaldin nem létezik olyan
homomorfizmus, melynek magja lenne az adott ideal. Igy felmeriilnek a ko-
vetkez6 kérdések: mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy L
haléban minden idealhoz

1. legaldbb
2. legfeljebb
3. pontosan
-egy osztalyozas* tartozzék? »
Az els6, ill. harmadik kérdéssel (tovabba a harmadik kérdés egy alta-
lanositasaval) foglalkozik a dolgozat 1. része, a kovetkezd eredménnyel:

1. TETEL. Egy L hdidban minden idedl akkor és csak akkor magja**
valamely homomorfizmusnak, ha L disztributiv; illetve

3. TETEL. Az L hdléban akkor és csak akkor fteljesiil, hogy minden idedl
pontosan egy homomorfizmus magja és minden homomorfizmushoz tartozik
mag, ha L alulrol koridtos, disztributlv és relativ komplementumos.

Latni fogjuk, hogy a fenti tételek bizonyitdsdnal alapvetd szerepet jat-
szanak a minimalis osztdlyozasok. Disztributiv haloban a 2. tétel jellemzi a
minimalis osztalyozdsokat. A II. részben e vizsgéalatokat kiterjesztjiik tetsz6-
leges héldkra €s az 5. tétel segitségével attekintést nyeriink a halok minima-
lis osztalyozdsairdl. Az 5. tétel felhasznilasaval két feleletet is adunk a fent
felvetett 2. kérdésre. (6. A és B tétel.) '

* Osztalyozason itt és a tovabbiakban is a kompatibilis osztalyozast értjiik.
** A homomorfizmus magja a homomorf kép 0 elemének Gsei altal meghatéarozott ideal.
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A 3. kérdést BirkHOFF vetette fel (GARRETT BIRKHOFF: Lattice Theory
— ezentl (LT) — Revised Edition, New York 1948. 161. 0. 73. probléma)
¢s a dolgozat lezdrasa utdn tudomdsunkra jutott, hogy I. HASHIMOTO mér megol-
dotta. (Lasd I. HAsHIMOTO ldeal Theory for Lattices cimii cikkében, Mat. Jap.
II. kotet 4. sz.) Bizonyitdsa azonban a dolgozatban adott bizonyitastol Iénye-
gesen eltér és bonyolultabb.* A 3. kérdéssel kapcsolatban részleteredményeket
ért el G. J. AReskiN (Dokladi Akad. Nauk SzSzSzR 1953, XC. kotet, 4. sz.), tételét
a 2. és 6. A tételbdl cgyszerfien kapjuk. (Lasd 6. A tétel 2. korollariumat.)

A 3. tétel, ill. 4. tétel korollariuma alapjdn egy haicban akkor és csak
akkor hatdroz meg minden idedl (s6f minden osztadly) pontosan egy oszta-
lyozast, ha L relativ komplementumos disztributiv hdlé. Ezekre a halokra
tehat érvényes a fentmondott gyiirfielméleti tétel haldelméleti analogonja. Is-
meretes, hogy egy korlatos disztributiv, relativ komplementumos hédloéba be-
vezethetd gyfiriimiivelet. Ezt dltaldnositva a IH. részben kimutatjuk, hogy tetszo-
leges relativ komplementumos disztributiv haléban is értelmezhetd Boole-
gyiiriimiivelet, mégpedig megadjuk az dsszes lehetséges ilyen miiveletet, s e
tételt részben meg is forditjuk.

Itt mondunk koszonetet Dr. Fuchs Laszld professzornak és aspirdnsa-
‘nak Fried Ervinnek szives segitségiikért.

Célunk a bevezetésben felvetett 3. kérdést megvalaszolni. Ehhez el6szor
szitkséges a konnyebb 1. kérdés letargyaldsa.

1. TETEL. Az L hdléban minden idedl akkor és csak akkor magja valamely
homomorfizmusnak, ha L disziributiv.

BIZONYITAS : A feltétel elégségessége ismeretes (lasd pl. (LT) V. fej. 8. §
3. (¢) és IX. fej. 6. § 2. gyakorlatok, vagy ezen dolgozat 5. tétel 2. korolla-
rium). lIgazoljuk a feltétel sziikségességét. Ha az L halé nem disziributiv,

* Hasmimoro idézett cikkébern -halok reprezentaciit (halmazgyiiriikre valé homomor-
fizmusait) és kiilonféle topoldgiakat vizsgal, melyeket specialis reprezentaciokkal és inver~
zeikkel definidl. Ezen altalanos vizsgalatok alkalmazasaként eldalld tételek kozott taidlhato
ezen dolgozat 3. tétele. Ezzel magyardzhatd, hogy egyes tételek bizonyitasa, ha dolgozatd-~
nak tobbi részétdl elszakitva nézziik, bonyolultnak titnik. Hasummoro a 3. tétel bizonyitasa-
hoz felhasznalja a kivalasztasi axiémat, s talan az sem érdektelen, hogy bizonyitasunknal
ezt sikeriilt melldzni.
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~akkor van az 1. vagy 2. abran lathato részhaloja. (Lasd (LT) IX. fej. 2. tétel.)
Allitjuk, hogy az [a] f6idedlhoz nem fartozik osztalyozas.

a d
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Ugyanis mindkét esetben a-=0-bol kovetkezik, hogy d=cua=:cub- ¢ és
ezért e==dne==cne=>=0, de ed(a]. Q.e. d.

A tovabbiakban jelsljiik (.. ,-vel L-ben az a==b-hez tartozé minimalis
osztalyozast létesitd kongruenciarelaciot. (Az, hogy @, , minimélis osztalyo-
zast létesit, az azt jelenti, hogy ha ¢=d(0...), akkor minden olyan © kong-
ruenciarelaciora, melyre a= b(0), egyittal c=d(®) is fennall.) @., L bar-
mely a és b eleme esetén létezik. Ezt konnyen beldthatjuk G.BIRKHOFF azon
tétele alapjan (lasd (LT) 1L fej. 4. tétel), mely szerint az L hald kongruencia-
relacioinak halmazat komplett halova tessziik, értelmezvén benne a rendezési
relaciot ugy, hogy ® = @ akkor és csak akkor, ha x=y(®) maga utan vonja
xzzzy(@)-t. Ekkor L kongruenciarelacioi valamely A részhalmazanak & also

¢s ¥ felsd hatardt a kovetkezOképpen adhatjuk meg: x==y(&) akkor és csak
akkor, ha x=y(®) minden @ € A-ra; x==y(y) akkor és csak akkor, ha
valamilyen véges X==2,,2,,2,...,2,=y sorozat vélaszthatdo ugy, hogy
zizzza(O)(=1,2,..., n) alkalmas O, € A-val. Konnyli meggy6z6dni arrol,
hogy & és n kongruenciarelacié s A-nak felso, ill. als6 hatara.

Ezek utan tekintsiik azon kongruenciarelaciok A halmazat, amelyekre
a==b. Ezen A halmaz & alsé hatardra a=:b() (£ definicidja miatt) s igy &
az a==b-hez tartozd6 minimalis osztilyozast létesiti, azaz &-=0),,. Ezzel az
a=b-hez tartoz6 minimalis osztdlyozas létezését és egyértelmiiségét belattuk.

Vizsgaljuk meg, hogy egy disztributiv hadléban mely elemek tartoznak
egy osztilyba a @, altal létesitett osztilyozasban. Ismeretes, hogy x=y(®)
akkor és csak akkor, ha xuy=xny(@) ezért (xuy = xny miatt) elég ossze-
hasonlithatd elemparok kongruencidjanak sziikséges és elegendd feltételét meg-
adni (ami egyszeriibb alaku, mint az altalanos feltétel).

2. TETEL. Legyen a, b az L disztributiv hdlonak két olyan (rogzitett)
eleme, melyre a>b dll. A ¢,d(€L,c>d) elemekre c¢==d(0.,) akkor és csak
akkor, ha

M | (@ud)nc==c
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és
2) Gud)nc=d.

BIZONYITAS : Definialjuk L-ben a @ relaciét gy, hogy x==y(®) akkor
és csak akkor, ha (rogzitett a >b& meliett) c=xUy és d=xny-ra (1) és (2)
fennall. Ha igazoljuk, hogy ® = 0),,, akkor a 2. tétel allitdsa bizonyitva lesz.
Lassuk be, hogy ® kongruenciarelacid. Nyilvin a @ relacio reflexiv (mert
(aub)na==a és (bub)yna=2>b, azaz (1) és (2) fennall), tovibbd szimmetrikus.
Belatjuk, hogy a helyettesitési elv is érvényes, azaz, hogy x=y(®)-bdl ko-
vetkezik xUf=yuf(0) ¢és xni=yn#(@). Ezt a kovetkezs, (1) és (2),
tovabbéd a disztributivitdsbol adodo egyenletek mutatjdk:

laufxunpudlinlxuuyudl={lauxnylutin

nfxuy)ufl={lavxnyln(xuyiui=(xuput=xunu(yud;

s hasonléan
bulxu)nyudlin[xuhu(yudl=xunn(yud),
illetve
{fauln)n(yndlin[xnu(yndl={lauxnpln@udin
nfxuyntl=lauxapinxuynllau)nt]={au[xny]n

nxuynt=xuynt=xndHu(ynt);
és ugyanigy . '
(bulxnHnynHin[xnHhu(yndl=EndHn(yni).

A O relacio tranzitivitdsat eldszor az u=v(0),v=w(6) u>v>w
esetben latjuk be. @ definicidja miatt fenndllanak a kovetkezd egyenletek:

©) (auv)nu=u,
4) (buv)ynu==»
és v
(5) (@uwynev=r,
6) Guwynev=w.
Igazoljuk, hogy ‘

N (auw)nu=u,
8) ‘ Guw)ynu=w,

amely egyenletek @ definiciéja miatt épp a bizonyitandé u=w(0@)-t jelentik.
(5)-bdl nyilvin auw=wv, ennek és uz=v-nek alapjan (felhasznalva a diszt-
ributivitast is)

(auwynu=[auw)nujuv=(@uwuv)n{muv)=(auv)nuy,
.amib6l (3) miatt azonnal addédik (7). v=w miatt buvr=buw s igy (4) és
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{6) felhasznaldsaval '
Guwmna=@Guwynduynu=_>@Guw)ne=w.
Ezzel (7) és (8) igazolasat befejeztiik.
Legyen masodszor tetszbleges u,v és w-re u=v(0) és o=w(O).
A helyettesitési elv alkalmazédsaval uUv=(@Un)U(enw)=@Uv)U@PUW)=
=gUrUw(@), unv=>Env)neum)=@no)nenw)=unvnw(@), azaz
ulruw=uUv(0),
uvv=unv(0),
unv=unvnw(O),

ami gUvUw=EuUr=une=unenw miatt az el6z6 eset kétszeri felhaszna-
lasaval uuvUw=unvnw(®)-t adja. Ennek alapjan (a2 mar bebizonyitott
helyettesitési elv alkalmazasaval):
vuw=(@uwyu(anw)y=[wurvuwyn(euw)u@nw)y=[@nenw)n{muwju
U@Enwys=@@nenw)u@nw)=unw(O).

Ezzel a tranzitivitds bizonyitdsat befejeztiik.

Mivel ® — mint lattuk — reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv és érvényes
14 a helyettesitési elv, ezért kongruenciarelacio. Tovdbba a=05(0), ezért
B =06, (0., a legkisebb olyan kongruenciareldcié, melyre a==05). Viszont,
ha x=y(0), akkor xUy=[au(xnp)]n(xupy) ésxny=[pu(xnylIn{xuy).
Nyilvan a=56(0,,)-b6! a helyettesitési elv f=xUy és f=xny-ra valé al-
kalmazasaval [au(xnyIn(xup=[BUuxnI(xup)(O.:) adodik, ami az
eldbbi egyenletek figyelembevételével x Uy ==xny(O.,)-t adja. Tehdt x=y(O)
maga utan vonja x=y(0,;)-t, azaz @ =0,,,, s ezt a fenti egyenlbtlenség-
gel osszevetve kapjuk, hogy @ = 0,,, amint azt a 2. tétel llitotta.

A 2. tétel jo attekintést ad a disztributiv hdlé kongruencia viszonyairdl,
melyet — kissé részletesebben is, mint a tovibbiakban erre sziikségiink
lenne — az aldbbiakban megvizsgalunk.

1. KOROLLARIUM. Ha az L disztributiv haloban c=d (0, (;) (a >b és c>d),
akkor b= c, vagy a =d nem dllhat fenn.

Ugyanis c==d(0.,,) az (1) és (2) egyenletek érvényességét jelenti. Ha
most bz=c, akkor (2)-bél d=(bud)nc=rc, ami ellentmondis c¢>d-vel
Ugyanigy ellentmondasra vezet (1) miatt az a=d feltevés.

2. KOROLLARIUM. Az L disztributiv hdloban a @ (a > b) dital Iétesitetf
osztdlyozdsban csak az [a, b] intervallum elemei kongruensek a-val.

Tegyiik fel ugyanis, hogy c¢=a=056(0.;) ellenére c¢la, b]. Utobbi
miatt cUa >a, vagy cnb< b koziil legaldbb az egyik teljesiil. De a<auc
az a=c¢{(0,,;)-b6l ad6dé a=auc(B.), b>cnb pedig a c=b(0,,)-bbl
adéds b=cnb(®.;) miatt ellentmondana az 1. korollariumnak.

7 HIL Osztaly Kozleményei Vi1
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3. KOROLLARIUM. Az L hdloban minden zdrt intervallum akkor és csak
akkor osztdly L alkalmas osztdlyozdsdndl, ha L disztributiv.

Ugyanis az éllitas elégségességét a 2. korollarium, sziikségességét pedig
az 1. tétel (az ottani [a, b] intervallumra alkalmazva) bizonyitja.

4. KOROLLARIUM. Az L nullelemii diszfributiv hdloban az I idedlhoz tar-
fozo minimdlis osztdlyozdsban a==b(a>b,a,b€L) akkor és csak akkor, ha
van olyan v €1, hogy

)] (wubna=

Jeldlje & az I-hez tartozd minimalis osztalyozast létesitd kongruencia-
relaciét. Kénny( belatni, hogy @ = U @u,() Ugyanis @ = 0., ha u¢l, tehit
GOz U @u, Viszont az U .0 kongruencxareiacxé magja az / idedl, mert

x$0( U @u,o), x€l eilentmond U @uo = O, 0-nak s igy O = U @u,n, amint
uEel
azt alhtottuk Mivel a=0b(0), ezért 1éteznek olyan x,==a, x;,... ,xnwb és
w€l(i=1,2,...,n)elemek, hogy xi=x:-1(®.,,0), azaz a=b( {J O.,0). Legyen
[1=31

e U u;. Nyilvan @,0= O, 0, s ezért x;=x,.1(O.p), azaz a=b(0,,). «de-

f==1

finiciojabdl lathatd, hogy v€l, tovabbd a=0b6(0,,), ami (1) és (2) miatt
éppen (9) fennallasat jelenti. [(9) az (1)-b6l az a=v, =0, c=a, d=0b
helyettesitéssel adddik; a (2) egyenlet a trividlis (Qub)na==5b -egyenletbe
megy at] Tehdt, ha a=06(®), akkor van olyan w»€[l, mely (9)-et kielégiti.
Megforditva, ha Iétezik (9)-et kielégitd » eleme I-nek, akkor »==0(®) ésigy
a=an(buv)=an(®ul)=anb==50(0). Ezzel a 4. korollarium bizonyita-
-sat Dbefejeztiik.

Az 1. korollarium — szemléletesen szolva — azt fejezi ki, hogy a kong-
ruencia (az a-ndl nagyobb és b-nél kisebb elemek kozott) disztributiv halo-
ban ,fiiggblegesen“ nem terjed, a méasodik korolldrium pedig kimondja, hogy
minden zart intervallum osztaly alkalmas kongruenciarelacional.

Az 1. és 2. tétel attekintést adott azon halék minimalis osztdlyozdsairdl,
melyekben minden idedlhoz legalabb egy osztdlyozds tartozik. Ennek segit-
ségével mar konnyen adhatunk valaszt az ezen rész elején felvetett kérdésre..

3. TETEL. Az L hdloban akkor és csak akkor teljesiil, hogy minden
idedl pontosan egy homomorfizmus magja és minden homomorfizmushoz tar-
tozik mag* ha L alulrdl korldtos,** disztributiv és relativ komplementumos..

* (. Birkhoff Lattice Theory c. konyvében a 73. problémanal az ,idedlok és ho-
momorfizmusok kozOtti egy-egyértelm{i megfeleltetésrdl® ir, ezalatt nyilvdn a 3. tételben
pontosan megfogalmazott egy-egyérteimiiséget érti.

** Az ,alulrol korlatos* kifejezés, a 0 elemmel rendelkezik®, szinoniméja.
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BIZONYITAS:

Sziikségesség. L-ben lennie kell O-elemnek, kiilonben az identikus osz-
talyozashoz nem tartoznék mag; a disztributivitds sziikségességét az 1. tétel
biztositja. Legyen L a tovabbiakban nullelemes disztributiv halo és a, b(a>b)
az L két, tetszés szerinti eleme. Tekintsiik azon u elemek alkotta idealt —
jeloljik V,;-vel — melyekre u==0(0,,). Minden idedlhoz, igy a V., idealhoz
is csak egyetlen osztilyozds tartozik. Ez egyrészt (V., definiciéja miatt) a
0., altal létesitett osztalyozas, masrészt, mivel egyetlen, melynek V., magija,
ezért a V,,-hez tartoz6 minimalis osztdlyozas. Kell tehat, hogy a V,,-hez
tartoz0 minimalis osztdlyozdsban a==b fenndlljon. A 2. tétel 4. korollariuma
miatt tehat létezik olyan v elem, mely (9)-et kielégiti. Tovabba, mivel
v=0(0,,), ezért (1) és (2) miatt (c==», d==0 helyettesitéssel)

(10) 4 anv=—u .
és :
a1 bne=0

egyenletek is fenndllnak. (9)-bol folydlag »Ub = a, de b<a és (10)-bol v=a
s igy bUv =a, azaz

(12) buv=a.

(10) és (12) egyiitt éppen azt jelenti, hogy [0,a]-ban b relativ komplemen-
tuma ».

Ezzel kimutattuk, hogy L-ben minden [0, a] intervallum komplementu-
mos részhald. J. von NEUMANN azon tételébol, mely szerint egy korlatos és komple-
mentumos halo, amely modularis, egyuttal relativ komplementumos is, a fen-
tiek alapjan rogton adodik a [0, a] komplementumos részhalo és ezzel egyiitt
L relativ komplementumossaga.

Elégségesség. Az 1. tétel miatt minden idealhoz tartozik osztilyozas, de
a [0, a] intervallumok komplementumossiga miatt ez az osztalyozas egyér-
telmii, mert ha v a [0, @] intervallumban & komplementuma, akkor a=b ()
ekvivalens v==0(0)-val, ugyanis a=5b(0) esetén v=anv=bnv==0(O)
és megforditva »==0(®) maga utdn vonja a=vUb=0Ub=b(@) fenn-
allasat. Q.e. d.

Erdemes megjegyezni, hogy a V., ideal foideal, mert a==b ekvivalens

Vo =0-val és a==b ekvivalens v==0-val is, ezért V,,=0 akkor és csak
akkor, ha v=0, viszont a feltételek miatt a V,, és a [v, 0] idealhoz is tar-
tozik osztilyozas, kell tehat, hogy V.,=[v,0] legyen, amint azt Aallitottuk.

Ezutdn ratériink a 3. tétel egy Aaltaldnositidsdra. Nevezetesen érvényes
a kovetkezd '

4. TETEL. Annak sziikséges és elegend(d feltétele, hogy az L hdlo vala-
mely rogzitett ,a“ elemét tartalmazo minden konvex részhdldjdhoz pontosan

T*
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egy osztdlyozds tartozzék L disztributiv és dsszes [a,b] (@a>b vagy b>a)
infervallumdnak, mint részhdloknak komplementunios volta.

BIZONYITAS :
- Sziikségesség. Eldszor belatjuk, a disztributivitds sziikségességét. Tegyiik
fel hogy L nem disztributiv. Ezen esetben van olyan (paronként kiilonboz0)
X, ¥,z elemharmasa, melyre

13) XUz==yUz és XNz=ynz.

A z==ua esetben, mivel az a elemhez, mint konvex részhalohoz is egyetlen
osztalyozas tartozik (mégpedig a trividlis), ezért minden mds osztalyozasban
az a-t tartalmaz6 osztalynak van legalabb egy tovabbi eleme, s6t — a kom-
patibilitds folytdin — olyan eleme is, amely Osszehasonlithaté a-val (mert
a=x maga utdn vonja aUx==a és anx==qa-t is). Eszerint, mivel xny==
= xUy (tehat 0., ., biztosan nem a trividlis osztdlyozas) van olyan ¢ > a
elem, hogy )

(14) c=a(0.yy, ,(w)

Ekkor viszont aszerint, hogy ¢ >a vagy ¢<a az [a,xnynal,ill [xU yua, aj
konvex részhdléhoz nem tartozik osztilyozds; mert pl. a ¢ > a esetben
a=xnyna(@)-bdl (hasonldéan az 1. tétel bizonyitdsidhoz) birmely G-ra
kovetkezik x=p(0), tehat xuy=xnpy(0), azaz O = O,y =y, S I8y

=a(®) (lasd (14)-et), de ez cga, xnyna] miatt éppen azt jelenti, hogy
[a, xnyna] egyetlen kongruenciarelacio szerinti osztalyozasban sem osztély,
vagyis a ¢ > a feltevés ellentmondésra vezetett. Ugyanigy vezet ellentmondasra a
c < a feltevés is. E kettd egyiitt egyrészt azt jelenti, hogy z == a, masrészt,
hogy xUa=yUa é xna=yna egyszerre nem allhat fenn. Ezért a halo-
elméleti dualitasra valo tekintettel ((L 7) I fej. 2. tétel), az altaldnossag meg-
szoritisa nélkill feltehetjiik, hogy xua £ yua. Allitjuk, hogy ez esetben az
{yua,ynznal (3 a) konvex részhaléhoz nem tartozik osztilyozds. Ugyanis
yua=yuzUa esetén ((13)-ra tekintettel)

z=zU(ynzna)=zu(yua)=(zUy)Ua=2zUxUgq,

s ebb6l xnz=xn(zuxua)=x.

(13) miatt tehdt x=ynz, ez azonban yuaz=ynz=ynzna ¢és
x¢[yua, ynzna] miatt éppen azt jelenti, hogy legutébbi allitdsunk helyes.
Osszefoglalva, a (13) feltevés mindenképpen ellentmondast ad azzal a felté-
tellel, hogy minden, az a elemet tartalmazé konvex részhald osztily legyen
pontosan egy kompatibilis osztidlyozdsnal, tehdt a disztributivitds sziikséges.
Mésodszor bizonyitjuk, hogy sziikséges az [q, 0] intervallumok (b < a) komp-
lementumossaga. Legyen &, > b, > a. Mivel az osztalyozasnak az a elemre —
mint konvex részhaléra — is egyértelmiinek kell lennie, ezért van olyan o-t6l
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kiillonbdzd és vele osszehasonhthato ¢ (cZa), hogy a=c(0s,,3,). A 2. tétel
1. korolldriuma miatt ¢ <a nem Iehetséges, mert b, > b, >a >c¢ 4llana fenn
(azaz a kongruencia a [b,, b,] intervallumyél ,fiigg6legesen leterjedt” volna
[a, c]-re), ezért ¢ > a, azaz b= b,-bdl kovetkezbleg a-val kongruens elemek is
az [a) dualis fbidedlban vannak. Ezért az [a) dudlis féidedlban (és dualis
médon az (a] féidedlban) ugyanazok a kongruencia viszonyok uralkodnak,

mint amelyeket a 3. tétel megkivan. Igy a 3. tételbd! adédik minden [a, 5]
(a = b) intervallum relativ komplementumossaga, azaz a tétel sziikségességeét
/bxzonyltottuk ‘

Elégségesség. Elbszor belatjuk, hogy a feitételek teljesiilése esetén az L
haléban a disztributivitisbol folydlag minden konvex részhaléhoz (s igy min-
den az a elemet tartalmazohoz is) tartozik osztilyozds. Ez azonnal adédik
abbol a ténybol, hogy minden konvex részhdlé egy idedl és egy dualis ideal
metszete s az ezekhez tartozd osztalyozisok (pontosabban a hozzijuk tartozo
kongruenciarelaciok) metszete nyilvan a kivant tulajdonsdgu osztdlyozast léte-
siti, Masodszor Dbelatjuk, hogy az a elemet tartalmazé D konvex részhalo
- pontosan egy osztilyozdsnal 1ép fel osztilyként. Legyen x>p(x,y€L) és
Caux>auy(eaux=auy esetén anx>any-ra folytatjuk az okoskodast;
aux=auy és anx=any egyszerre a disztributivitds miatt nem éllhat fenn),
tovabba [a, a u x]-ben a Uy relativ komplementuma c. x ==y esetén aux=auy
s ebbdl c=cn(@aux)=cn(auy)=a, s igy az a egyelemii konvex rész-
halé csak a trivialis osztilyozasnal alkot osztdlyt (azaz a hozzatartozd kon-
gruenciarelacio egyértelmil). Tegyiik fel, hogy D tobb kongruenciarelaci6nal
osztaly. Tekintsiik azon minimdlis kongruenciareldcié szerinti homomorf képét
L-nek, melynél D osztaly. Ez a faktordld szintén disztributiv és minden
(6, D) (b>D) intervalluma relativ komplementumos (D D homomorf képe,

nyilvin D=a). Igy a fentiek szerint egyetlen kongruenciarelaciéja van csak
L-nek, melyben D osztily, ellentétben a feltevéssel. Q.e. d.

A tétel bizonyitasabol lathatd, hogy a 4. tétel azon feltételébdl, meiy
szerint ,az »a« elemet tartalmazd minden konvex részhaléhoz pontosan egy
osztalyozas tartozz€k“ csak annyit haszndltunk fel, hogy minden, az a ele-
met tartalmazé zart intervallumhoz tartozzék pontosan egy osztilyozas.

Hogy a 4. tétel feltételeit kielégité haléo minden [x, y] intervallumanak -
relativ komplementumossiga nem sziikséges, arra példat szolgéltat a 3 elemii
lanc, ha a-nak valasztjuk a halénak 0 és /-t6l kiilonbozé elemét; ily modon
a halé nyilvan eleget tesz a 4. tétel feltételeinek, viszont a [0, /] intervallum
nem komplementumos.

KOROLLARIUM. Az L Izdiéb&n akkor és csak akkor tarfozik minden konvex
. részhdlohoz pontosan egy osztdlyozds, ha L disztributiv és relativ komplementumos.

A korolldrium a 4. tétel kdzvetlen folyoménya.
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A 2. tetel szerint valamely disztributiv hdléban a @, kongruencia-
relacional azok és csak azok a ¢, d(c > d) elemparok kongruensek, amelyekre
fenndll az (aud)ne==c és (bud)nc==d egyenlet. A tovdbbiakban ennek a

tételnek az altalinositasat vizsgaljuk tetszbleges Halok esetére.
' Nyilvanvald, hogy barmely haldéban c==d(0,,,), ha ¢ és d eleget tesz-
nek az ,
(15) { .. /[/{laub)Uxi/nx]ux/n.. }UXx, =cUd,
(16) {.../I[/anbuxi/nxjuxs/n...}ux.=cnd

egyenleteknek a hald alkalmas x;(i==1,2,..., n) elemeivel. A tovabbiakra
nézve megallapodunk a kovetkezékben : :

DEFINICIO. Az L hdldban a c, d e{ggpd{{_ az a,b elempdrhoz hozadren-
deltnek nevezziik (a, b,c, d€ L) — jelben a, b—c,d — ha a,b,c,d elemekhez létez-
nek L olyan x,, x,, ..., x, elemei, amelyek kielégitik a fenti (15) és (16) egyen-
leteket. .

A definicio segitségével konnyen megadhatjuk azon u, r elemeket, ame-
lyekre a%e;(@ﬁ, ). V

yﬁmzfu?>§y1§yg;z..,>>y,r~um elemei, hogy a, b — ;17
U=12,...k).

BIZONYITAS: Ha a tétel feltevése teljesﬂl akkor nyilvan u==v(0,,,) s igy
eleg kimutatni, hogy ® L egy osztilyozasat létesiti, ha u=v(O) ekvi-
valens a (%) feltétel fenndllasaval. Elbrebocsatjuk, hogy ¢==d(0) akkor és
csak akkor, ha cud==cnd(®), mint az a definiciobél kozvetlentil leolvas-
haté. A @ relacié nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Bizonyitjuk a helyettesités
elvét. Legyen eldszor u>v és u=0v(0) azaz a,b—3;1.7; (j=1,2,..., k).

(*)

Nyilva’n tUu=tuyp, = U =...=tUp=1t0vésa, b—tUy, 1,z‘uyj(1~~t
., k) és igy tUu-—»tUz(O) hasonloan { nu==¢nv(@). Specidlisan u > w >
>z, zz::g:z(@) esetén w=u(0) (t—w eset) azaza O relacid konvex.* Legyen

mdsodszor u és v tetszbleges, tovabba u==»(@). Mivel az elsé eset kovet-
keztében tu(uuvy=fu(unv)(@) és tu(uue)y = (uun(tue) = tu(une)
ezért a konvexitds miatt fuu)n(tuv)=ru(@UuUr)=(>Uu)u(uv)(®), ami
éppen a bizonyitandd fuu=1{ur(@)-t jelenti..

* Egy tetszOleges I relaciot konvexnek neveziink, ha aF d és a > ¢ > b esetén al'c,
és ¢cI'b.
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A O relacié tranzitivitdsa az u=v(0) és v=w(0), u>v>w esetben
trivialis. Az 4ltalanos esetben u==v(@) é v=w(0)-bol adédik uyr=
=unv(®), vuw=vnw(O), tovabbd uyv=(uuv)u(@nw)=(Uv)U(vuw)=

=g UoUw(@) és unv=@no)n@wuw)=@nv)n@nwy=unvnw(@), s
mivel tUvUW = uUv = unv = unvnw,ezért ezekbdl vuvuw=unvnw(®)
adédik. Viszont uUvUuw = auw=z unw=anenw, ami a konvexitds miatt
a bizonyitandé wUw=unw(@)-t adja. Ezzel belattuk, hogy ® kongruencia-
reldcio, s igy L-nek egy osztalyozdsat, mégpedig az a= b-hez tartoz0 mini-
malis osztalyozast létesiti. :

1. KOROLLARIUM. Az L iza‘lb'ban akkor és csak akkor létezik olyan homo-
morfizmus, melyben osztdly egy adott ] részhalmaza L-nek, ha a,b,c €] és
a,b— ¢, d esetén d ¢ .

BIZONYITAS: A ,csak akkor“ allitds (15), (16)-b6l azonnal adédik. Az
wakkor“ allitishoz elég belatnunk, hogy a feltétel teljesiilése esetén a

@ = {J ©,, kongruenciarelacional a J részhalmaz osztdly; ezt pedig éppen
a, b J

a korollarium feltétele biztositja.

2. KOROLLARWUM. Egy disztributiv hdldban minden idedl magja valamely
homomorfizmusnak.

BIZONYITAS: Legyen /J egy tetszOleges idedl. Azt Kkell belatnunk, -hogy
barhogyan valasztiuk /-ben az a > b elempdrt, nincs a hél6nak olyan ve¢J
és ud ) eleme(u > v), hogy a, b—u, v (lasd az el6z6 korollariumot). A hozzi-
rendelt elempar azonban — mint azt a 2. tételben bizonyitottuk — disztributiv
halékndl az (@uv)nu=u é (bUv)nu=="0 egyenletek teljesiilésével ekvi-
valens. Ez azonban mar rogton igazolja Aallitisunkat, hiszen a,v€J s igy
(@auv)nu==u is eleme J-nek.

3. KOROLLARIUM. Egy L hdld akkor és csak akkor egyszerit, ha bdrmely
a, b, ¢, d € L-hez taldlhatok olyan zy=cUdzZ 2= 2= ... Z 2zx=¢CN d elemek
(Z;GL), hOg}’ a, b— 2z 1,2{(1“-‘”-‘"—‘1 2,. )

A 3. korollarium nem szorui bxzonyltasra

Az 5. tétel segitségével mar valaszt tudunk adni a bevezetSben felvetett
2. kérdésre. Feleletként a kovetkezd két tétel adodik.

6. A TETEL. Az L hdloban akkor és csak akkor hatdroz meg minden
homomorfizmus egy magot és minden mag egyetlen homomorfizmust, ha

(a) L alulrol korldtos;

(b)Y L bdrmely a, b{a==b) elempdrjdhoz taldlhato olyan c(# 0) elem,
hogy a,b—c,0;
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(¢) L minden homomorf képére fenndil (b).

6. B TETEL. Az L hdléban akkor és csak akkor hatdroz meg minden
homomorfizmus egy magot és minden mag egyetlen homomorfizmust, ha

(@) L alulrdl korldtos; v

(b) L bdrmely a,b(a==b) elempdrjdhoz taldlhato olyan c(==0) elem,
hogy a,b—»¢,0; ,

(¢") L tetszileges a, b(a <= b) elempdrjdhoz léteznek L olyan y€ V., és
aub=d,>d,>...>d.==anb elemei, hogy y,0—di,di(i=12,...,n),
ahol V.., jeléli az a,b—sc,0 hozzdrendelésben szereplé ¢ elemek dital generdlt
idedlt.

MEGJEGYZES. A 6.B és 6. A tételben csak a (c) illetve (¢) feltételek
kiilsnboznek. Eppen ezért, ha a tovabbiakban az (a) vagy (b) feltételek
szerepelnek, az mindkét tételre vonatkozik. (Nyilvan 6. A-ban a () feltétel
csak a szimmetria miatt szerepel.)

A 6. A tétel bizonyitdsihoz sziikséges a kovetkezo

SEGEDTETEL. Egy alulrdl korlatos L hiléban akkor és csak akkor tar-
tozik egyetlen osztalyozas a O idealhoz (mint maghoz), ha (b) teljesiil.

BIZONYITAS: Ha () teljesiil akkor a O idedlhoz valéban csak a trividlis
osztalyozds tartozik, mert minden mads kongruenciarelicio esetén taldlhaté
olyan a==5b(0®) elempér, hogy a==b; ebbsl viszont a(b) feltétel miatt olyan
c(==0) egzisztencidja kovetkezik, melyre a, b—c¢, 0, s igy c=0(0), tehat @
magja kiilonbozik a O idealtol. Megforditva, tegyiik fel, hogy (b) nem teljesiil
valamely a, b(a = b) elemparra. Tekintsiik a @, , osztalyozast. Ebben az osz-
talyozasban 0 a mag, mert ¢=0(0,,;) (c==0) esetén az 5. tétel miatt olyan c,
létezése kovetkeznék, melyre O0<c¢,=c¢ és a,b—¢,,0 (¢, az 5. tételben sze-
replé y,-nek felel meg, melyre y, > y..u=). Ezzel kimutattuk, hogy ha a
(b) feltétel nem teljesiil, akkor a O idedlhoz, mint maghoz legaldabb két osz-
talyozds (az egyik a O,,, a mdsik a trividlis osztdlyozas) tartozik.

6. A tétel bizonyitdsdhoz tekintsiik L-nek egy olyan J idedljat, mely-
hez legalabb egy osztdlyozas tartozik és legyen L/@ L azon faktorhiloja,
melyben az elemek a J-hez tartozé minimélis osztalyok.* L-ben minden J-hez
tartoz6 osztalyozds osztdlyai minimalis osztalyok egyesitéseképp allnak eld.
Ezért L-ben J-hez akkor és csak akkor tartozik pontosan egy osztilyozis, ha
L/@-ban a 0 idedlhoz egyetlen osztalyozas tartozik, s ez a segédtétel miatt
éppen (c) teljesiilését jelenti. Q.e.d.

* J-hez tartozé minimdalis osztalyozds a J maggal rendelkezd kongruenciarelaciok
metszetéhez tartozd osztalyozas.
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6. B TETEL BIZONYITASA: (a), (b) sziikségességét mar belattuk. Lassuk
be (¢') sziikségességét. Tegyiik fel, hogy (¢) nem teljesiil valamely a, & elem-
parra. Allitjuk, hogy ekkor V., legalabb két homomorfizmus magja. Tekint-
siik az a==b-hez tartoz6 minimdlis osztdlyozast. Itt a mag a V, , ideals igy
tartozik V, ,~hez legaldbb egy osztdlyozas (melyben a==0b), tehat V, ,-hez
tartozik minimdlis osztdlyozds is, melyben éllitjuk, hogy a==b. Ugyanis, ha
Vo, » ==0-b6l kovetkeznék a==b, ez éppen (¢') fenndllasat jelentené a feltevés-
sel ellentétben (hasonloan az 5. tétel 3. korolldriumahoz).

Az (), (b) és (¢’) feltételek elégségessége azonnal adodik abbol, hogy ezek
teljesiilése esetén a=>5(®) akkor és csak akkor, ha V., < Jo. (Jo azon u
elemek halmaza, melyekre u=0(®).) Ez pedig a kovetkez6képp lathaté be:
V., » definicidja és (b) miatt a==b(0)-bdl kovetkezik olyan c(==0) létezése,
hogy c==0(0) (ti. az a ¢, melyre a,6—c,0) s ebbdl V.1, < Je adodik; ha
Jo2V,,, akkor, a (") feltétel miatt y==0(®) s ez éppen az 5. tétel miatt
a==b(0)-t jelenti. ,

MEGJEGYZEs. A 6. A tételnek (b) feltétele nem vonja maga utan a (c)
feltétel teljesiilését, azaz a (b) tulajdonsdg nem homomorf mvarians Ennek
illusztralasara szolgéljon a kovetkezd példa:

..

3. dbra

Konnyen meggydz6dhetiink arrdl, hogy a 3. abran lithaté haloban barmely
a, b elemparjahoz van olyan c(==0), hogy a, b— ¢, 0 viszont az (u] féidedlhoz
tartoz6 minimalis osztilyozasban — amelyhez tartozé faktorhalé a 3 elemit
lanccal izomorf — a () feltétel nyilvan nem teljesiil.

1. KOROLLARIUM. Ha egy alulrol korldtos L hdloéban bdrmely [0, a] inter-
vallum komplementumos részhdlo, akkor a mag egyerz‘elmzzen meghatdrozza a
homomorfizmust (L T) 23. old. 3. tétel).

Az 1. korollarium a 6. B tételbd! adodik. Legyen ugyanis a, b(a==b)
az L halo két tetszbleges eleme s tekintsik a (0,qud) intervallum azon ¢
elemét, mely az anbd komplementuma ebben az intervallumban. Ekkor
[(@ud)uOjnc=-c(=cu0)és[(anb)uOlnc=0(=cn0) miatt a, b >, 0(c=F0),
tehat (b) teljesiil és c € V,, 5, tovabba (cuO)u(anb)==au billetve (cnO) U (anb)—
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vaiéban a 6. B tétel (c) feltetelenek teljesiilése kovetkez:k

2. KOROLLARIUM. (ARESKIN fétele) Az L alulrol korldtos disztributiv hdlo-
ban akkor és csak akkor van egy-egyértelmii- megfeleltetés az idedlok és osz-
tdlyozdsok kozott, ha L minden homomorf képe gyengén komplementumos.*

Ugyanis a 6.A tétel a, b—>c, O feltétele disztributiv haléban (lasd 1. rész
(10) és (11) egyenleteit, c-nek megfelel az ottani v) ekvivalens a gyenge-
komplementumossaggal. ‘ : '

1EN

A 3. tétel és a 4. tétel korollariuma elGtérbe helyezi az egyértelmit osz-
talyozas vizsgdlatindl a relativ komplementumos disztributiv halokat. Ezen
hal6tipus és a Boole-gyiiriik kapcsolatdval kivanunk a kovetkezOkben foglal-
kozni. Mindenekel6tt egy fontos tételt fogunk igazolni, mely szamunkra ma;d
lehet6vé teszi bizonyos egyenlfségek egyszerii igazolasat.

Legyenek

. - fi(“})-..,llu,x;,...,xn.;) .
. i=1,2,...,k
'lfJi(lIh,,_’ Uu,xx,,,,,xm) ( 3 &y s )

tetszés szerinti hald polinomok.

7. TETEL. Az L relativ komplementumos disztributiv hdloban az
{amn fi==; (=12 ..,k
egyenlefrendszernek akkor és csak akkor van tetszésszerinti
U==a,.. ,h=a(@€eLj=1,2,...,n)
értékrendszer esetén megolddsa, ha (1Ty-nek bdrmely
’ uy==by, ..., ,=b,(b; € 2% j=12,...n),
értékrendszer esetén 2-ben van megolddsa.

Megijegyezziik, hogy ha msz{);(azaz a kerésend6 x:-k halmaza iires),
akkor (17) azonossagot jelent. A 7. tétel bizonyitdsdhoz elrebocsatjuk a
kovetkezdt:

* Az L halot gyengén komplementumosnak nevezziik, ha barmely a > b elempar-
jahoz talalhato olyan ¢, hogy anc == 0 és bNc==0. (Lasd Isexi Kivos: Portugaliae Math.
9. 1950. 169—170. 0.) Més, a fentivel ekvivalens definiciora nézve lasd még Isexi Kivosr eldbbi
dolgozatat, tovabbi Szisz Gisor kandidatusi disszertaciojat.

* 2 a kételemfi halot — mely izomorfistol eltekintve egyértelmiten meghatirozott —
jelohi.
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SEGEDTETEL. Legyen L relativ komplementumos disztfributiv hdlo és
uy,..., U, €L L-nek van olyan Bn veges részhdléja, ‘mely Boole-algebra ¢és
Uyy oo, Un € B, Ervenyes O(B,) =

BIZONYITAS : A segédtétel allitdsa n =1, 2-re nyilvan igaz. Tegyltik fel,
hogy az uy, ..., u,.1-et elemeként tartalmazo B.-, véges BOole»algebra 1étezik
és O(B.-) = 4" B, alsé, ill. felsd hatira legyen O,-y, I.-1. Tekintsitk az
{Oy-1,u, U I,-y) intervallumban /.., komplementumat /7, -t és legyen A, az
O,; €s [, -t tartalmazo, legfeljebb két elemil részhaldja L-nek, A, pedig az
u,Ul..1 és u, elemeket tartalmazd, szintén legfeljebb kételemit részhalo.
A B,—(B.,1XA) XA, [X itt dualis direkt szorzatot jeldl, ahol az (x, x,)«~
<X, N X, megfeleltetéssel képezziik a direkt szorzatot] részhdléja L-nek véges
Boole-részhdl6ja, mert harom véges Boole-hdlé direktszorzata. Végul nyilvan
(mert u, € A) iy, ..., 1, € B, és O(B,) = O(B.1)-O(A)-O(A;) = 4"7'12.2=-4".
Ezzel a segédtétel bizonyitasat befejeztiik.

Ratériink a 7. tétel BIZONYITASARA.

Sziikségesség. Tekintsiik a B,... véges Boole-algebrat, amely tartalmazza
az a,,...,Q., %, ..., X, tlemeket. B,.,-ben fennall (17), tehat (17) igaz B.im
minden homomorf képére is, igy 2-re is. b;=a;-ok (a;-k homomorf képei)
2-ben vald tetszbleges valaszthatosdgat biztosithatjuk a;-k egy adott prim-
idedlon (a homomorfizmus magjan) belil, ill. kiviil valé felvételével.

Elégségesség. Tegyiik fel, hogy 2-ben kielégitheté (17). Nyilvan (17)
kielégithetd kételemti halék véges direkt szorzatdban (ugyanis komponensen-
ként kielégithetd (17)), s mivel minden véges Boole-algebra el6allithaté két-
elemii halé direkt szorzataként, ezért minden véges Boole-algebraban is.
Legyen B, L azon részhaldja, mely véges Boole-algebra és a, ..., a, € B,. B.-
ben (17) kielégitheto, tehat L-ben is. Q.e.d.

1. MEGJEGYZES. A bizonyitasbdl az is kideril, hogy x,, ..., Xu @z &y, ...,
altal meghatarozott véges Boole-algebrabdl valaszthato.

2. MEGJEGYZES. Lathatjuk, hogy relativ komplementumos disztributiv halo-
ban (17) kielégithetOségét elég az a; = - =a; >, = -+ =a,, esetben
belétni, ahol i,,...,7, befutja 1,2,...,n Osszes permutaciéjét

Ervényes a 7. tétel megforditisa is.

8. TETEL. A (17)-nek valamely L hdloban valo teljesiilése akkor és csuk
akkor ekvivalens a 2-ben vald ftelfesiiléssel, ha L disztribuliv és relativ komp-
lementumeos. .

A 8. tétel ,akkor“ dllitasat a 7. tétel bizonyitja, a ,csak akkor“ pedig
abbdl adodik, hogy az ]

¢ tJ (agﬂ (13) = (a; U ag) N ((}1 [§] ag)
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egyenldség (disztributivitas) és az
ONAG=a, & NA;=a, Q& NaA;=a,,
GLUX ==as,
anNx =a
egyenletrendszer (relativ komplementumossg) 2-ben kielégithetd.
A 7. tétel mar elég erds ahhoz, hogy segitségével megvizsgalhassuk a
relativ komplementumos disztributiv hdlék és a Boole-algebrdk kapcsolatat.

9. TETEL. Az L disztributiv hdloban akkor és csak akkor értelmezheti
Boole-algebra miivelet* (amelyet véges sok paraméter és egyenlet segitségével
az U és n mijveletekkel definidlunk), ha L relativ komplementumos. Az 0sszes
ily modon bevezethetd miivelet megadhato L egy rogzitett a elemével, a kivet-
kezdképp ..

x-y==(@anx)uxny)ulany)
(18) és x4y az x-y relativ komplementuma
az (aUuxuy,anxny) intervallumban.

BIZONYITAS: Legyen L relativ komplementumos disztributiv halé. Bizo-
nyitjuk, hogy (18) Boole-gyiirtimiiveletet definidl. A 7. tétel miatt elég ezt a
2 hélora belatni (2 elemeit O, /-vel jeloljiik). (Itt lathatd, milyen hasznos a 7.
tétel; anélkiil a (18) alatti miiveletekkel definidlt struktura gyfirli voltanak
kozvetlen igazoldsa nagyon nagy nehézségeket okozna.)

- 2-ben a (18) alatt definidlt miivelet a kovetkez6 miivelettdblaval adhato
meg:

-osr {07
(19) a—0 007 0loo
1110 1101

A miivelettdblabol lathat6, hogy 2-ben (18) Boole-gyiiriimiiveletet definial.
Az a==1] eset az el6bbi dudlisa.

Kimutatjuk tovabba, hogy ha L relativ komplementumos disztributiv
halo, akkor (18) az Osszes bevezethetdé Boole-gyiiriimiiveletet kimeriti. Két-
elemii Boole-gyiirii O és / elemmel nyilvdn csak kétféle van, az 1. tipust a
(19) miivelettabla adja meg, és a 2. tipus bel6le O és I felcserélésével adodik.
Mivel minden véges Boole-algebra kételemii Boole-algebrék direkt szorzata,
ezért a véges Boole-algebraban bevezetendd miiveletet teljesen meghatérozza
hany 1. és hany 2. tipusti kételemii Boole-gyiirlit szoroztunk ossze. Mivel
a 2" Boole-algebranak n kételemii direkt faktora van, és mindegyik két tipusu
lehet, ezért 2" féle miivelet vezethetd be (ezek mind kiilonboz8k, mert mas
a 0 elemiik), mivel (18) is 2" kiilonb6z6 miiveletet (a2" féle lehet) ad meg,

* Azaz 2 karakterisztikaju gytriimiivelet.
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ezért (18) kimeriti az osszes bevezethetd mfiveletet. Ezzel beléttuk, hogy véges
Boole-hdl6 esetén (18) az Osszes lehetséges Boole-gylirfimiiveletet megadja.
Ezek utdn tekintstik L két elempdrjat x,y és u, v-t és jeldlje B,y, ill. B, azokat
a véges rész Boole-algebrait L-nek (7. tétel), melyek x, y-t,ill. u, v-t, tovabba
a miiveleteket definiald paramétereket elemként tartalmazzak. Tudjuk, hogy
B., és B.,~ben (mivel végesek) van olyan rogzitett a, ill. b elem, melyek a
miiveletet meghatarozzak (18) szerint B, , ill. By,~ben. Ha nem volna igaz,
hogy L-ben a miivelet (18) alapjan definidlhatd, akkor lenne olyan x,yp és
u, v, hogy B.,, B.,-ben a rogzitett a és b elemek kiilonbozok, azaz a=Fb.
Tekintsitk egy s€ ByN B, elemet (a n itt halmazelméleti - metszetet jelol).
B.,nB,, nem iires, mert a miiveletet definidlo paramétereket tartalmazza,
viszont s--s==q, ha a mfiiveletet B,,-ban, ill. s+s=250, ha a miiveletet
B.,-ben tekintjiik, kell tehat, hogy a==>0 legyen. Ezzel belattuk, hogy relativ
komplementumos disztributiv hdldban Boole-gyiiriimiiveleteket csak (18)-cal
definidlhatunk.

Szitkségiink lesz a kovetkezé megjegyzésre: ha L. disztributiv és

" Xy, ..., Xs € L, akkor L-nek van olyan L,*véges részhdldja, hogy xi, ..., %, € L.
'Ezt n-re vonatkozo6 teljes indukcidval -lathatjuk be. n==1, 2-re az éllitds nyil-
vanvalo, tegyiik fel, hogy Xi,...,X,1€ L. és L.iL véges részhal6ja. Az
x,Uu, x.nu elemek Osszessége, ahol 1 végigiut L, , Osszes elemén L, és
x,-nel egyiitt a disztributivitds miatt részhalot alkotnak: L.-et.

Ezt felhaszndlva végil bizonyitanunk kell, hogy ha egy L disztributiv
haléban értelmezhetd egy Boole-gyiiriimiivelet, akkor L relativ komplemen-
tumos. Legyen L-be bevezetve Boole-gyiirfimiivelet, és L., legyen L-nek egy
véges, X, y-t és” a miiveleteket definialé paramétereket tartalmazé részhalGja.
L., kételemii halék szubdirekt szorzata (ahol a szubdirekt tényezék L., homo-
morf képei, tehat szintén Boole-algebrak) s igy a fentiek miatt L,,~ban is a
miivelet (18)-cal van definidlva. A miiveletekre val6 zartsagbol viszont mar
adodik L., és igy L relativ komplementumossdga. Ezzel a 9. tétel bizonyi-
tasat befejeztiik.

(18)-bol rogton lathatd, hogy L idedljai akkor és csak akkor 1esznek a
Boole-algebranak is idealjai, ha a =0 azaz, ha az L hal6 kielégiti a 3. tétel

feltételeit. Ez a mélyebb oka a 3. tétel fennallasanak. A

Ebdtvds Lordnd Tud. Egyez‘em -
1. mat-fiz. szak.



