Funkcionalanalizis, Gyakorlé feladatsor

(1) Jelslje C[0,1] a [0, 1] intervallumon értelmezett komplex értéki folytonosan differencial-
hato fiiggvények terét, és f, g € C|0, 1] esetén legyen

(f,9) :/0 mg/(:ﬁ) dz.

(a) Igaz-e, hogy (.,.) belsd szorzat?
(b) Legyen F = {f € C'0,1] : f(0) = 0}. Igaz-e, hogy (.,.) belst szorzat az F téren?

(2) z € C-re adott az e, € [*(N) vektor:

(o)
e.=1,2,—,..., e
V2! n!
Szamoljuk ki az (e, e,) bels§ szorzatot, és hatarozzuk meg az {e; : t € R} halmazt!

(3) Milyen «, 5 esetén minimélis az
2
/ (cos* z — arsin 2z — B cos 2z)*dx
0

integral?

(4) Legyen 01,09, ... az [? tér kanonikus bazisa, és Ad, = 0s,, n € N. Adjuk meg az A
operator normajat! Konvergil-e A* az so vagy a wo topologiaban?

(5) Legyen T : L'[0,1] — L'[0,1] a kovetkez6képpen definiélt leképezés:
(Tf)(x) = 2*f(x).

Bizonyitsa, hogy
S:=@2I-T)"

folytonos lineéris operator!
(6) Adjuk meg az alabbi A; : C[—1,1] — C[—1, 1] leképezések spektrumat (osztalyozva), és

normajat

(Aif)(@) = (=2" +a+1)f(2),  (Aof)(2) = (z + |2])f(2).



(7) Legyen A 6nadjungalt operator egy H Hilbert téren, és z = a +ib, b # 0. Igazoljuk, hogy
ekkor az
(A+z2I)(A+zI)™

operator unitér.
(8) Definialjuk L?(R)-en a T operatort a kivetkezd formulaval: (T'f)(z) := f(—x).
a) Igazoljuk, hogy T 6nadjungalt unitér operator.
b) Adjuk meg a Ker (I —7T) és Rng (I — T) altereket!
c¢) Igazoljuk, hogy Rng (I —T)=Ker (I +7T) és Rug (I +7T) =Ker (I —T).
d) Tgazoljuk, hogy P, := %(I —T)és Py:= % (I +T) ortogonalis projekciok, és
I =P + Ps.

(9) Legyen B = P, — P5, ahol P, és P, egymasra merdleges projekciok egy Hilbert térben.
Mi B spektruma (osztalyozva)?



