Funkcionalanalizis, Gyakorlé feladatsor

(1) Legyen A, B és C 2 x 2-es matrix, tovabba A% = A. Igazoljuk, hogy ha az
A B
(5 ¢)
matrixra X2 = X teljesiil, akkor BAB = BCB = 0 is teljesiil.

(2) Legyen fi(z) := €. Bb., hogy {f; : t € R} linearisan fiiggetlen rendszer az R-en
értelmezett végtelen sokszor differencidlhato valos értéki fiiggvenyek vektorterében!

(3) Legyen vy,vq, 03 : [0,27] — R,

a) Igazoljuk, hogy {vi,ve,v3} bézis a [0, 27] intervallumon legfeljebb elssfoku trigono-
metrikus polinomok

T :={a+bsinz +ccosz : a,b,c € R}

terében.

b) Legyen X; a vy és Xo a vy és vg polinomok altal kifeszitett altér. irjuk fel az X,
altérre valo, X; altérrel parhuzamos vetités tiikrozés matrixat a

G (x) = 1; ¢2(x) = sinz; q3(x) :=cosw
bazisban!

(4) Legyen V' 2 dimenzios vektortér az x, y baziselemekkel, és definiadljuk az R : V@V — V@V
linearis transzforméciot a kovetkezd modon:

Rz®zr)=x®, Rx®y)=q - yQu,
Ryezr)=qgr0y+(1-¢) yor, Ryey =yy

Bizonyitsuk be, hogy R? = (1 — ¢*)R + ¢*idvgy.
(5) Adjuk meg az f: M,(C) — C, f(X) := Trsin X derivaltjat.



(6) Legyen X a [—1,1] intervallumon folytonosan differencialhato fiiggvények tere. Legyen

1A =1 (1) = F(=D)] + sup{| f'()] : =1 <z < 1}.
Igaz-e, hogy ||.|| norma az X téren?
(7) Tekintsiik a |.||, normékat C™-en (1 < p < o00).
(a) Bizonyitsuk be, hogy pll)rgo llzll, = [|2||o!

eressun < p,r < o0 esetén c; és ¢y pozitiv valos szdmokat, melyekre minden
b) K ink 1 < < : : iti 16 Amok lyek ind
x € C" esetén
lzllp < crllzllr < ealll,

(8) Igazoljuk, hogy az L?[0, 1|térben siiriin vannak azon polinomok, melyek 1/2-ben 0 értéket
vesznek fel. Igaz-e ez a C|0, 1] térben?

(9) Mi lesz az i
Afte) = [ ) dy

képlettel definidlt operator norméaja a C|0,1] illetve az L'[0, 1] téren?

(10) Legyen 1 < p < o0 és gp:Lp[—l,l] — R,
f—o(f)= lx?’fx dx

funkcional. Szamoljuk ki ||¢||-t!

(11) Legyen az X téra ||.|/(1) és ||.||2) normékkal is Banach-tér. Bizonyitsuk be, hogy ha létezik
olyan K > 0 szam, hogy
[l < K|zl @)

minden x € X esetén teljesiil, akkor létezik olyan K’ > 0, hogy

2]l @) < K[| -



