Matematika 2 épitészmérnokoknek

1. gyakorlat (2004. 02. 11. illetve 12.)

Komplex szamok
(gyak. vez.: Rudas Anna)

Bizonyos polinomoknak R-ben (a valés szamok kérében) nincs gydke, példaul az x? + 1-nek. Ez azt jelenti,

hogy nincs megoldasa az z2 = —1 egyenletnek. Vezessiik azonban be az i szimbélumot, és jelentsiik ki réla, hogy
= —1. Ez 6nkényesnek tiinhet, de ha definidljuk a kévetkezs halmazt:

C={a+bi: a,beR}

(neve: komplex szamok halmaza), és a kovetkezSkben bemutatott miiveleteket bevezetjiik rajta, akkor bebizo-
nyithaté, hogy ebben a szdmhalmazban méar minden polinomnak van gyoke.

1. Elnevezések

z = a+ bi esetén a neve valos rész (vagy redlis rész), Rez = a, b neve pedig képzetes rész (vagy imaginarius
rész), Imz = b. Az i szam neve: képzetes (imaginarius) egység.
. A komplex szamsik

A komplex szamok 1-1 értelmd megfeleltetésben édllnak tehat az (a,b) valés szampérokkal: ha a sikon
a vizszintes tengelyen z reélis, fiiggbleges tengelyen pedig z imaginérius részét mérjiik fel, akkor egy jol
meghatarozott pontot kapunk a sikon, mely a z komplex szamnak felel meg (és viszont). Megtehetjiik,
hogy nem is a pontot, hanem az oda mutaté helyvektort tekintjiik: ezzel tehat 1-1 értelmt megfeleltetésbe
hoztuk a komplex szdmokat a sik helyvektoraival.

Ennek a megkozelitésnek a haszna példaul (értsd: 21 = a1 + b1 és 2o = as + bai):
21+ 29 =a1 +az + (bl +b2)i,

és tetszbleges A € R-re
Az = Aa + Abi,

tehat a komplex szamok Gsszeaddsa a megfelel§ vektorok Osszeadasat, valds szammal vald szorzasa pedig
a vektornak azzal a szdmmal valé megnyujtasat jelenti.

FELADAT: rajzoljuk le a sikon a kévetkezs komplex szamokat:
1,-1,—V2,i,—i,ivV2, -1 41,2 — 3i
. Konjugalas
z = a + bi esetén a z szdm konjugaltja, Z a kdvetkezs:
zZ=a—b.
A sikon lerajzolva jol lathato, hogy a konjugalas nem maés, mint a helyvektor tiikkrozése a valés tengelyre.

FELADAT: mivel egyenlék (hogyan irhatok masképp) az alabbi kifejezések:

. Abszolut érték
Egy komplex szam abszolut értékén a neki megfeleld helyvektor hosszat értjiik, tehat

|2| = va? + b2.

FELADAT: allapitsuk meg, hol fekszenek a sikon azok a z komplex szamok, melyekre igaz, hogy |z| < 2,
illetve amelyekre |z —i| < 17
. Trigonometrikus alak

Az eddig tanult z = a+bi felirast nevezziik a z szam algebrai alakjdinak. Egy helyvektort azonban nem csak
koordinataival adhatunk meg egyértelmiien, hanem azzal is, ha megmondjuk a hosszat (r) és azt a szoget,
amivel egy a valés tengely pozitiv irdnyaba mutaté vektort pozitiv irdnyba elforgatva az adott helyvektor
iranyaba mutaté vektort kapunk. Ez a szo6g (27 egész tobbszoroseinek hozzaadasatol eltekintve) egyértelmd
(jele: ¢ = arcz). Ezek segitségével irhatjuk, hogy

z = r(cos p + isingp),

ez a feliras a z trigonometrikus alakja.

FELADAT: adjuk meg a kovetkezs szamok trigonometrikus alakjat:

1 3
1,i,—i,1+i,—5—§i,x/§—z‘



6. Exponencialis alak

Ahhoz, hogy az un. exponencidlis alakot is bevezethessiik, a kovetkezst kell elfogadnunk: a valds szamok
korében ismert exponencialis fliggvény (z — e®) kiterjesztése komplex szamokra legtermészetesebben a
kovetkez6 definicidval teheté meg, ahol z € R:

e = cosz +isinz.

(Ez a lépés sajnos nem magyarazhaté az épitész matematika tantargy korében, mert bizonyos fontos dolgok
ohatatlanul kimaradnak a révid matematikai képzési id6 miatt. Akit esetleg érdekel a dolog, megkereshet
a fogad6oramon, és magyarézok rola.)
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z =re'¥

képlethez, ami a z exponencidlis alakja. Az azért egybol lathatd, hogy (elfogadva a definiciot) barmilyen
¢ € R szamra |e??| = 1, hiszen (az abszolttértékes formula alapjan) 1/(cos ¢)? + (sin )2 = 1.

7. Komplex szdmok szorzasa
Hogyan szorzunk komplex szamokat egyméassal? Ha az algebari alakkal dolgozunk, akkor azt kapjuk, hogy
(felbontva a zardjeleket, és hasznalva, hogy i = —1)
2129 = (a1 + bli)(az + sz) =ajas — bibs + (a1b2 + azbl)i.
Ez a képlet nem tul latvanyos. Nézziik azonban, mit ad, ha az exponencialis alakot hasznaljuk:

2129 = rirpei(¥1192),

Ez mar sok mindent elarul: két komplex szam szorzatanak abszolit értéke a két szam abszolutértékének
szorzata, a helyvektor szoge pedig a két szog Osszege lesz. Ennek megfelelen: komplex szammal vald
szorzés forgatva nyudjtast jelent.

FELADAT: mi egy komplex szamnak a sajat konjugaltjaval valo szorzata?
2Z =

ERDEKESSEG: a sin és cos fiiggvényekre vonatkozé addicios tételek meglepSen konnyen latszanak, ha a
fenti, algebrai alakban irt szorzatképlet alapjan felirjuk, hogy

cos(p1 + p2) = Re(z122) = cos p1 COS 2 — sin 1 sin pa.
(Ugyanigy sin-ra is.)
8. Komplex szdmok osztéasa

1 — r_lei(tpl—qm)_

22 T2
Ha a szamok algebrai alakjukban adottak, akkor vagy atirjuk Sket exponencialis alakba és a fenti képletet
hasznaljuk, vagy pedig a kovetkezSképp jarunk el: bévitjik a tortet a nevezd konjugaltjaval (az iménti

feladatban lattuk, hogy ekkor a nevezs tisztan valds lesz). Lassuk ezt egy péar példan:
FELADAT: szdmoljuk ki a kovetkezs tortek értékét:

1424 142¢ 3+4 —5+10¢ 1 2

= = =——4+ =i

3—4i 3—4i 3+4 25 55

a+bi a+bi a+bi a®—0b>+2abi a® - b 2ab

a—bi a—bi atbi @+ @102 a@+1p

FELADAT: (az el6z6 példa masképp) Mennyi egy szdmnak a sajat konjugaltjaval valé hanyadosa? Hasz-
néljuk az exponencidlis alakot, majd a kapott eredményt rajzoljuk is le a stkon.

ISR

9. Hatvanyozas

z =re' = r(cos ¢ + isin @)
esetén ’
2" =7r"e"™? = r"(cosny + i sinny),
tehat megallapithatjuk, hogy a hatvanyozas soran mindig az adott ¢ szoggel forog pozitiv iranyba a vektor,
hossza, pedig valés szamként hatvanyozodik.
FELADAT: Mennyi i20%* értéke?
FELADAT: Szamoljuk ki (1 + )2 illetve (1 — v/3i)% értékét!



10. Gyokvonas

A valés szamok korében /4 = 2 volt igaz, pedig a —2 szam négyzete is 4. Ezt a hatranyos megkiilon-
boztetést oldjuk fel azzal, hogy a komplex szdmok korében a gytkvonast nem egyértelmd miveletként
definialjuk. Emlitettiik, hogy egy helyvektorhoz tartozo6 szég nem egyértelmii, hiszen 2km-vel tobbel elfor-
gatva is ugyanazt a vektort kapjuk: ezt fogjuk most hasznélni (k mindig egész szamot jel6l). Valojaban
tehat

y = rei(cp+2k7r)’
és igy

Yz = retlit ),

Ezt a legjobban egy par példan keresztiil érthetjiik meg:
Vi= B 4 2kn) = i+,

azaz nem csak egy, hanem két olyan szam is van, aminek a négyzete i. (Rajzoljuk fel ezt a sikon, és méris
vilagossa valik.)

FELADAT: Szamitsuk ki v/1 + /3 6t kiilonboz6 értékét!



