Matematika A1 épitSkari hallgatéknak

Integralas 6sszefoglald
(gyak. vez.: Rudas Anna)

1. Integralasi mdédszerek

1. Az integrandus f(azx + b) alaka

[ flaz +b)dz =L [af(ax +b)dz = w + C, ahol F az f fiiggvény
primitiv fliggvénye, példaul:

JGBr+2)3%de =182 L 0= L3z +2)t+C

5x+4
)

Feladatok: integraljuk ki e sin 6z — 4, sinh(2 — 7x)

2. Az integrandus F™(z)f'(x) alaku
J (@) f'(z)dz = fn+1z) + C, példaul:
[22(22® + 4)dz = § [62%(22% 4 4)dz = M%—C

6

(arctan z)2

Feladatok: integraljuk ki sinz cos z, I“T”” e*(1 —e%)3, T

Y

(=

3. Az integrandus (( )) alaka

f
[ L@ 4y = In|f(z)| + C, peldaul:

flz)
[ #mde =In(e? +7)+ C
. ’1e . —si 2z
Feladatok: integraljuk ki tan z, wllnm, 5+SC‘(I)‘S§ZE, e;m+3

4. Integrélés helyettesitéssel

J f(u(z))dz esetén alkalmazhatjuk a ¢ = wu(z) helyettesitést, ebbdl az
egyenletbol z kifejezhets, és dz helyébe az inverz fliggvény derivaltjaval
megszorzott dt keriil, példaul:

J(3z + 2)3dx, ekkor legyen t = 3z + 2, ezzel z = 152, azaz dz = Ldt, és
igy

JBr+2)Pdz=1[dt=5+C=L50Bz+2)*+C

Feladatok: integraljuk ki ﬁ, 25z +3, V1—22, xV1+4 22

5. Parcialis integralas
Ju'(@)v(z)dz = u(z)v(z) — [u(z)v'(z)dz, ennek hasznalatat a feladatok
soran lathatjuk, példaul:

5z 1.5

, ezzel tehat v’ = 1, u = ze°%, azaz

JzeSdz esetén v =z, u' =e 5

5z _ 1.5z _ 15z _ 1.5z _ €°
Jxe®®dx = sxe [ se*"dz = gze 55 +C

Feladatok: integraljuk ki Inz, zsin2z, 2zarctanz, e**sing



2. Racionalis tortfiiggvények

A tortet addig alakitjuk, amig el nem érjiik, hogy a szamlalo foka kisebb legyen,
mint a nevez6é. Ezutan altaldban a kovetkezs alapesetek valamelyikéhez jutunk:

1.

. tipus: [ (aav-i—b)"

tipus: [ Azdr =4 [ —todz = 41naz + b| + C, példaul:
[ s2mde = %ln|3m+2|+C

. tipus: fﬁdx =4 [a(az +b)""dz = %M +C (itt n # 1),

—n+1
példaul:
(3z+2)"2
2

f (3z—5f—2)3 dr = %

=4 f g{fwﬂ’b),’f (itt n # 1), azaz Osszeggé bontva az

el6bbiek szerint megoldhato példaul:
/ (3z5—:2)3 de =3[ ?gj-é_)gdm =3/ (3z—li-2 do—3 [ ﬁdm =3 /33z+

2)=2dz — 10 [ 3(3z +2)~3de = CHANT _ 10 @A o

. tipus: a nevezé olyan masodfoku polinom, aminek valés gyokei vannak,

ekkor parcialis tortekkel két els6foktl nevez@jtivé lehet bontani, példaul:

$23z3+w2+2dm._ f% + $8T2d$= —51n|x— 1| —|—81I1|.Z‘—2| +C

. tipus: anevezd olyan masodfokt polinom, aminek nincs valos gyoke, ekkor

visszavezetjiik egy In és egy arctan Osszegére, példaul:

[22sde = § [ 2=285ds = JIn2® — 2z + 5| + [

1In|z? — 2z + 5| + 2arctan(%51) + C

e

3. Trigonometrikus fiiggvények hatvanyai

1.

Ha sin paratlan, cos barmilyen (nem elsg) hatvanyon szerepel

Ekkor sin®"*! 2 = sinzsin®" z = sinz(1 — cos? z)" 4talakitéssal minden
szépen alakul, példaul:

[ sin® z cos? zdz = [ sinz(1—cos® z) cos zdx = [(sin x cos z—sin z cos® z)dx
Lsin®z + 1 costz + C

Feladat: integraljuk ki sin® z

. Ha cos péaratlan, sin barmilyen (nem els§) hatvanyon szerepel

2ntl g = coszcos?™x = cosz(1l —

Ekkor ugyanezt csinaljuk forditva: cos
sin? z)", példaul:

[ cos® zsin® zdz = [ cos z(1—sin’ z) sinzdz = [(cos z sinz—cos z sin® r)dz
tsin®z — Lsin*z 4+ C

Feladatok: integraljuk ki cos® z

. Ha sin és cos is paros kitevén szerepel

Ekkor pedig a sinzcosz = 1sin2z, sin®z = 1=922 jlletve cos’z =
Lbeos22 azonosségokat hasznaljuk, példaul:

J cos? zdz = f(% + %COS 2z)dz = Z + Sin42z +C

Feladat: integraljuk ki sin? z cos® z



