Matematika EP2
Térgorbék, 9. és 10. gyakorlat
2013/14. tavaszi félév

1. Elméleti osszefoglalo

Fogalmak

A térbeli gorbéket egy ¢ paramétertdl fiiggs térbeli vektorral irjuk le. Ugy képzelhetjiik, hogy a térgorbe egy a 3
dimenziés térben mozgé pont palydja ( a mozgds egyszeri). Rogzitsiik tehat az origébdl kiindul6 ¢, j, k£ paronként
merGleges egységvektorokat. Ekkor egy az origébdl kiindul6 vektort a kivetkezSképpen adhatunk meg:
r(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k, vagy
r(t) = [x(t), y(t), 2(t)] -

A paraméter jelolésére azért a ¢ betlit haszndljuk (t=tempus), mert igy gondolhatjuk, hogy r(¢) nem mds, mint a moz-
g6 pont poziciGja ¢t idGpontban. Matematikai szempontb6l az r(t) = [z(t), y(t), z(t)] skaldr véltoz6tdl fiiggd vektor
értékd fuggvény. Erre a fliggvényosztlyra a fliggvénytanban tanult fogalmak és médszerek konnyen atiiltethetdek. A
kovetkezSkben feltessziik, hogy az x(t), y(t) és z(t) fiiggvények mindenféle j6 tulajdonsdggal rendelkeznek, példdul
legalabb haromszor differencidlhatéak.

Derivalt

Az r(t) gorbe to pontbeli derivéltja az egyvaltozds esethez hasonléan definidlhaté. Azaz esetiinkben

£(t) = [2(2), y(t), £(1)] -
Tehdt a derivdltat itt a fizikdban megszokott médon ponttal jeloljiik. A gorbét definidlé r(t) vektor-skaldr fiigg-
vény to pontbeli érintGjének irdnyvektora az 7(to) = [©(to),y(to), 2(to)] derivdlt. Tehét az r(t) gorbe r(ty) =
[z(t0), y(t0), z(to)] pontbeli érintdegyenesének egyenlete:

e(t) =r(to) +1(to) - t = [(to) + (to) - £, y(to) + Y(to) - t, 2(to) + £(t0) - 1],
ahol —oco0 < t < o0.

Az elsd derivdlt fizikai jelentése: Ha egy térbeli pont mozgdsét az r(t) vektor-skaldr fiiggvény firja le, akkor a mozgd
pont sebessége a t( id6pillanatban 7 ().

A mdsodik derivdlt fizikai jelentése: Ha egy térbeli pont mozgésat az r(¢) vektor-skalar fiiggvény irja le, akkor a

mozgb pont gyorsuldsa a to idGpillanatban 7 (¢o). (Megjegyzés: A gyorsulsavektor érintSirdnyd komponense a tangen-
cialis gyorulds, mig az erre mer6leges komponene a centripetélis gyorsulas.)

Ivhossz

Az r(t) gorbének az r(t1) és r(t2) pontok kozotti darabjanak ivhossza
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Ha az r(t) gorbére tigy tekintiink, mint egy mozgé pont palydjdra, akkor a v = 7(t) sebesség abszoldt értéke |i-(¢)| és
aty, to idépontok kozott megtett 1t épp a fenti s.

Megjegyzés: Ha egy pont ugy mozog a gorbén, hogy a sebességének abszolut értéke minden idGpillanatban |7-(t)| = 1,
akkor a t id6 alatt megtett Ut s = t. Az igy valasztott paraméterezést hivjuk ivhossz szerinti paraméterezésnek.

Gorbiilet

A gorbiilettel a térgorbének az egyenestdl vald elhajlasat mérjiik. Olyan mennyiséget akarunk bevezetni, amely nem

fiigg a gorbe paraméterezésétdl, csak a gorbére jellemzd. gy az r (t) gorbe t paraméter(i pontjédban a gorbiilet:
|(t) x i (t)]

“= TP

Kiséro triéder

A kisérd triéder (vagy harom él) vektorai:

1. Az érintd irdnyd egységvektort (érintvektort) ¢-vel jeloljiik és

2. A binormalis vektor a t érintévektorra €s az n fénormalisra egyardnt merdleges és velilk jobbrendszert alkotd
egységvektor.
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3. A centripetdlis gyorsulds ( a gyorsuldsvektor érintdridnyd komponensére merSleges vektor) egységvektort £6-
normdlisnak nevezziik és n-nel jeloljiikk. Ekkor

n=>bxt.

A sebesség- és gyorsuldsvektor éltal meghatdrozott sikot simuldsiknak nevezziik. A simuldsik tehdt az 7-(t) és ()
vektorok dltal meghatarozott sik. Tartalmazza a ¢ €s n vektorokat. A simuldsik normalisa a b binormalis egységvektor.

A normdlsik a gorbére merSleges sik. Normalisa tehdt az 7(¢) érintGvektor. A normélsik tartalmazza az n normalis
és b binormalis vektorokat.

A rektifikdlo sik a t és b vektorok altal meghatdrozott sik. Normadlisa az n fénormadlis vektor.

Torzio

A torzidval a térgorbének a sikgorbétsl valé elhajlasat mérjitk. Most is olyan mennyiséget akarunk bevezetni, amely
nem fiigg a goérbe paraméterezésétdl, csak a gorbére jellemzd. Igy az r(t) gorbe ¢ paraméter pontjéban a torzio:
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Megjegyzés: A torzi6 képletének szamldlGjaban a harom vektor vegyesszorzata szerepel (azaz abc = (a X b)c).

A térgorbe gorbiilete mindig nemnegativ szdm. Ezzel szemben a torzié el6jeles mennyiség. A torzidé pozitiv, ha a
gorbe jobbra csavarodik és negativ, ha balra. Egy sikgorbe torzidja zérus.

2. Feladatok

1. Irja fel az aldbbi térgorbék adott pontbeli érintSegyensének egyenletét!

@rt)=0t—-3)i+ @t +1)j+t’k, t=2 () r(t)=sinti+costj+ -k t=0

cost—’

t 1+t
itk t=1

©r(t)=2ti+ 2+ t*k, t=2 r(t) = 5 H "

2. Szédmolja ki az aldbbi térgorbék adott szakaszdnak ivhosszat!

(@) r(t) =3costi+3sintj +2tk, 0<t<4m (b)r(t) =tcosti+tsintj+3tk, 0<t<2m

©) r(t) =ati + \/3abt2l'+ 263k, 0<t<1 (d) r(t) = e* costi + e sintj + be*k, —oco <t <0

t int
(@) r(t) = 2 + 205) + v/3t'k, 1<t <2 (f)z(t):%u%ﬁ(tftht)@, 0<t<10

(@r(t)=3t%+ (V2t+3)j +3t%k, 0<t<1 (Wr(t)=@>—20)i+t3j+(1—t)k 0<t<2

3. Szamolja ki az aldbbi térgorbék adott pontjaban a kisérd triédert, illetve adja meg a simuldsik, a normalsik és a
rektifikalésik egyenletét! Emellett szdmolja ki a megadott pontban a gorbiiletet és a torziot!

(@r(t) =32 =3t)i+t*j+ (1 —t)k, t=2 (b)r(t) = 3t%i + (2t + 3)j + 3t°k, t=—1
At S
(©)r(t) = Titgitgk t=1 r(t)=@Bt+7)i+ 262 +8)j + §t°%k, t=1

@rt)=# —2t)i+ (Bt+2)j+ (> —5)k t=1 O r(t)=cos?ti+costsintj+sin’tk, t=

ol

4. Hatérozza meg, hogy mekkora szoget zdr be az r(t) = (2t3,3t%, —6t) térgorbe t = 2 pontbeli simulésikja az
xz-sikkal!

5. Hatdrozza meg az r(t) = (cost,tsint, (t + 6sint)) térgorbe gorbilletéta ¢ = 2T pontban!
6. Hatdrozza meg az r(t) = (t,e"T1)° ¢22) térgorbe gorbiiletét a t = —1 pontban!
7. Tekintsiik az r(t) = (t,t,+/2ch t) gorbét a [0, 0o) intervallumon. Mely pontban lesz a gérbiilete v/2

8. Hatdrozza meg azokat a pontokat, ahol az r(t) = (t2,tcost,tsint), t > 0 gorbe érintSje merdleges az xy-
sikra!



10.

11.

12.

13.

Hatédrozza meg azokat a pontokat, ahol az r(t) = (cost,sint,cost), 0 <t < m gorbe érintGje merdleges lesz
azx +y + z = 1 sikra!

Tekintsiik az r(t) = (¢, ¢, sh t) gorbét a (—oo, o) intervallumon. Mely pontokban lesz a gorbe érintGje merdle-
gesazx +y + z = 1 sikra?

Hatdrozza meg mekkora szoget zdr be az r(t) = (23, 3t2, —6t) térgorbe t = 2-beli érintSje az x2-sikkal!

Adjameg az r(t) = (tcost, —tsint, at) térgorbe simuldsikjanak egyenletét a koordinatarendszer kezdGpontjd-
ban!

Adja meg az 7(t) = (2t,Int, t?) térgorbe gorbiiletét és torziGjat!



