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1. Elméleti osszefoglalo
Kétvaltozos fiiggvények integralszamitasa

Az egyvaltozés fiiggvények Riemann-0sszege altalanosithatd kétvaltozos esetre is. Ekkor egy az xy sikban fekvé
T tartomdnyt téglalapokra osztunk fel, és ezekhez tartozé "téglatestekkel" kozelitjiikk a T tartomény és a z = f(x,y)
fiiggvény kozé esé térfogatrészt. Be lehet 14tni, hogy akércsak az egyvaltozds esetben, ha az f(z,y) fuggvény foly-
tonos a korlatos és zart T' tartomdnyon, akkor ott integralhat6 is. Az integrdl kiszdmitdsa dltalaban fiigg att6l, hogy
milyen tartomdanyon integralunk: téglalap tartomanyon, normadl tartomanyon vagy egyéb tartomanyon. Ugyanakkor az
tetsz6leges tartomdnyra igaz a fentiek alapjan, hogy amennyiben 1étezik a kettds integrdl a 1" tartomanyon, akkor az
elGjeles térfogatot jelent. Azaz amennyiben f(z,y) grafikonja az xy-sik felett helyezkedik el, akkor a kettds integral
értéke nem mads, mint azon 7' fol6tti haromdimenzids testnek a térfogata, melyet alulrdl az xy-sik feliilr6l pedig a

z = f(x,y) hatdrol. Ha f(xz,y) grafikonja az xy-sik alatt helyezkedik el, akkor a / / f(x,y)dA nem mds, mint
T

azon T alatti hdromdimenzids testnek a térfogata, melyet feliilr6l az xy-sik alulrdl pedig a z = f(z,y) hatdrol. Ha

/ / f(z,y)dA = 0, akkor ez azt jelenti, hogy ugyanannyi térfogatrésziink van az xy-sik felett, mint alatta. Emellett

T
természetesen a kettds integralokra is dltaldnosithatéak az egyvaltozoés fiiggvények Riemann-integraljandl tanult tulaj-
donsédgok.

Kettos integral téglalap tartomanyon

Fubini tétel: Ha f(x,y) folytonos a T = [a, b] X [c, d] zért téglalap tartoményon, akkor

[ [ steaa= /(/fxydy)dx_/j(ff@,mdx)dy

Kettds integral normal tartomanyon

x-szerinti normdl tartomdny: AT, = {(z,y) € R*[a <z < b és c(z) <y < d(x)},
rovidenaz a < x < b és c(z) < y < d(x) tartomdnyt z-szerinti normél tartoménynak nevezziik.

y-szerinti normdl tartomdny: AT, = {(z,y) € R?|c <y <d és a(y) <z <b(y)},
rovidenaz ¢ <y < d és a(y) <z < b(y) tartomdnyt y-szerinti normdl tartomédnynak nevezziik.



Fubini tétel, erdsebb alak: Legyen f(z,y) folytonos fiiggvény a T' tartomanyon

l.HaT = {a <z <b é c(x) <y < d(x)} z-szerinti normél tartomény, ahol ¢(z) és d(zx) folytonos

fliggvények, akkor
b d(x)
//f(x,y)dA:/ (/() f(w,y)dy> dz.
T a c(x

22HaT = {c <y <d é aly) <z < b(y)} z-szerinti normdl tartomdany, ahol a(y) és b(y) folytonos

fliggvények, akkor
d b(y)
[ swwaa= [ ([ sauc)
T c a(y)

3. Ha T mindkét tengelyre nézve normal tartomany, akkor a két integral egyenld (ez biztositja az integralds sor-
rendjének megvaltoztathatsigat).

Kettds integral egyéb tartomanyon

Integrdltranszformdcid: Ha az xy-sikon minden (x,y) koordinétdji ponthoz hozzérendeliink egy (z(u,v), (y(u,v))

pontot az uv-sikbdl, azaz f(z,y) = f(x(u,v), (y(u,v)), és az zy-sikbeli T tartomany uv-sikbeli megfeleldjét G tar-
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Jacobi determinans sehol sem 0, akkor

//Tf(%y)dxdy - //Gf(x(u,v),(y(u,v)) - |J (u,v)|dudw.

Ennek alkalmazdsa a poldrkoordinétés transzformécid, amit akkor érdemes haszndlni, ha a tartomanyunk korlap, kor-
cikk, korgytrt, vagy ezek valamilyen részhalmaza. Itt az xy-sikrdl az rp-sikra torténik a transzformacid, ahol r jeloli
az (x,y) pont orig6tdl vett tdvolsdgét, ¢ pedig a pont helyvektordnak az z-tengely pozitiv irdnydval bezart szogét.
Azaz

x(r,p) =rcosp és  y(r,p) =rsing
helyettesitést haszndlva a Jacobi-determindns:

cosp —rsing |

J(r, ) = sinp  rcosp =7

azaz
daxdy = rdrde.
Kettos integral alkalmazasai

Egy T korlétos zart siktartomany feriilete (ha az integral 1étezik és véges):

Ter://dA.
T



A T tartomény felett az f(z,y) dltal meghatdrozott feliilet felszine (ha az integral 1étezik és véges):

A= [ [ 1+ Gew)? + yteaa,

T

Ha egy vékony, T tartomdnyt borité fémlemez tomegeloszlasardl feltessziik, hogy folytonos, d(x,y)-nal jeldljik a
fémlemez anyaganak stirliségfiiggvényét (az egységnyi teriileten 1év6 tomeget), akkor a fémlemez tomege, az x-,

valamint y-tengelyre vonatkoz6 forgatényomatékai és tomegkdzéppontjanak koordinatai a kovetkezd képletekkel sza-
molhat6 ki (ha az integrdlok 1éteznek és végesek):

tomeg:
2= [ [ wpaa
T

sz//ify5(x7y)dA;
My://Txé(x,y)dA;

ezek segitségével a tomegkdzéppont koordinatai:
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2. Feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkezd kettSs integralok értékét a megadott téglalap tartomanyokon!

(a)//(l?x76y75)dA:,aholT:{0§x§2 és —3<y<3}
T

(b)//sin(x+y)dA:,aholT:{O§z§g s 0<y<Z};
T

[SIE

(c)//(:c2+4y)dA:,aholT:{oga:g 1é 0<y<1};
T
(d) // STTAA = ahol T = {0 <z <In2 és 0 <y <In3};
T
(e // e " 7YdA =,ahol T ={0 <2 <a és 0<y < a},ahol apozitiv egész paraméter;
T
() // wye“zﬂsz =ahol T={0<2<1é 0<y<1}
T
x [ )
(g)//TWdAz,aholT:{lgxg\/?? és 0<y <1}

2zy < .
(h)//jﬂmdA:,aholT:{nggl és 0<y<1};

(i)//xysin(x2+y2)dA:,aholT:{ogxg V3 és 0<y<./3h
T



2. Hatdrozza meg a kovetkezd kettds integralok értékét a megadott normal tartomanyokon!

(a) / / 2zydA =, ahol T az y = 22 és y = /= gorbék 4ltal hatdrolt zart sikrész;
T
(b) / /T 2ydA =,ahol Tazy =tg x, x = % és y = 1 gorbék 4ltal hatarolt zart sikrész;
(©) // 27ydA =,aholTazy =0,y = 1, x = 1és x = 2 gorbék altal hatarolt zart sikrész;
rr+1 x
(d) // ysinzdA =,ahol T = {0 <z <y és 0 <y < 1} hdromszog;
T
(e)//(:cz—|—y)dA:,ah01T:{y2 <z <y és 0<y<1}
T
) // cos(x — y)dA =, ahol T' az A(0,0), B(1,1), C(3,1) és D(4, 0) csiicspontii trapéz;
T
(2) // (2% 4+ 2y)dA =, ahol T az A(1, 1), B(0,3) és C(3,0) csticspontd hdromszog;
T
(h) // xe¥dA =, ahol T az y = x2 és y = x gorbék 4ltal hatdrolt zért sikrész;
T
(1) //T 1+ g —ydA =, ahol T az y = 22 — 4 és y = 0 gorbék altal hatdrolt zart sikrész;
G //T4 —y?dA =, ahol T az y = 2 — 22 és y = 2> — 2 gorbék dltal hatdrolt zart sikrész;
(k) //T(x2 +9%)dA =, ahol T az A(0,0), B(3,0) és C(0,2) cstcsponti haromszog;

)] / / ydA =, ahol T az y = e*, y = e~ % és y = 2 gorbék altal hatarolt zart sikrész.
T

3. Hatdrozza meg a kovetkezd kettSs integralok értékét a megadott egyéb tartomdnyokon! (Segitség: Végezzen
polarkoordinatas helyettesitést!)

(@) / / 2x — 6y + 3dA =, ahol T" az origd kdzépponti 2 sugard korlap;
T

(b)// 2 G4 = ahol T = {a? + 42 < 1}
T @?+y? ’ B

(c) / / In(z? 4+ y*)dA =, ahol T az origé kozépponti 1 és 4 sugart korok altal hatérolt korgyfird;
T

(d) / / In(z? + y?)2dA =, ahol T az origé kézéppontii 1 és 4 sugard kérok 4ltal hatdrolt korgy(ir;
T



10.

(e)// LA = ahol T = {1 £ 2% +12 <4, 220 0=y}

T Y

[ [ - a= o T= (0 <r <16 0 < p < ) ok
T

(g / / 100 — 22 — y2d A =, ahol T az origd kdzépponti 5 sugari kor;
T

1 ig6 kozé i g 1 ko 1t 2 oz

®) ————dA =, ahol T az origé kozépponti, egységsugart kor pozitiv siknegyedbe es6 része;

TVr?2+y? 41

1) / / zy?dA =, ahol T az origd kozépponti, R sugari kor elsé siknegyedbe esé része;
T

)] / / zy?dA =, ahol T az origé kozépponti R és 2R sugari korok 4ltal hatérolt korgyfiri elsé siknegyedbe esé része.
T

Egy négyzet alaprajzi (—a < z < a, —a <y < a)termet z = % + b egyenletd feliilettel fedik le. Mennyi a
a

terem térfogata?

. Hatdrozza meg a z = 25 — 2% — 32 egyenletii feliilet z > 0 félsikba es6 részének felszinét és az 4ltala hatdrolt

korlatos térrész térfogatat!

Hatdrozza meg a homogén lemezbdl kivdgott R sugari negyedkorlap tomegkozéppontjat!

Hatédrozza meg az f(x,y) = xy nyeregfeliilet #2 4+ y* < 1 egyenlet(i hengerbe esd részének felszinét!
Hatdrozza meg az f(z,y) = 1 — 2% — y? paraboloid zy-sik feletti részének felszinét!

Hatdrozza meg a T = {22 + 32 < R?,y > 0} félkor alaku tartomdnyt lefed6 homogén siklemez tomegkozép-
pontjanak koordinatait!

Hatdrozza meg a T' = {x§ + y% < 1,y > 0} félkor alaki tartomanyt lefed homogén siklemez tomegkozép-
pontjanak koordin4tait!



