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1. Elméleti osszefoglalo
Kétvaltozos fiiggvények geometriai interpretacioja

Legyen D egy xy-sikbeli tartomany, f pedig egy D-n értelmezett, valos értéki fiiggvény, mely tetszdleges D-beli
(x,y) pontnak egy z = f(x,y) értéket feleltet meg. Az (x,y, f(z,y)) pontok &ltal meghatdrozott alakzat a harom-
dimenziés Descartes-koordinatarendszerben a fiiggvény geometriai megfelel6je, ezt a fliggvény grafikonjdnak nevez-
ziik. A grafikont z = f(x,y) feliiletnek is nevezziik. A feliiletrd] akkor kapunk pontosabb képet, ha megvizsgéljuk
a szintvonalait és a koordindta sikokkal val6 metszetgorbéit. Az xy-sik azon pontjainak 6sszességét, melyekben az f
fiiggvény ugyanazt a ¢ konstans értéket veszi fel, azaz f(x,y) = ¢, az f fiuggvény szintvonaldnak nevezzik.

Tekintsiik at a nevezetes feliileteket!

e Forgdsparaboloid egyenlete (a legegyszertibb alakban): f(x,y) = 2 + y*. Ennek a szintvonalai koncentrikus
korok, az yz és xz-koordinata sikokkal valé metszetei parabolak.

e Hiperbolikus paraboloid vagy nyeregfeliilet egyenlete (a legegyszeriibb alakban): f(z,vy) = y* — 2°. Ennek a
szintvonalai hiperboldk, az yz- sikkal valé metszete a z = y? konvex parabola, mig az xz-sikkal valé metszete
a z = —x? konvex parabola.

e R-sugari félgomb egyenlete: z = 1/ R? — (22 + y?).
e Forgdskiip egyenlete: z = /x2 + y2.
e Az y-tengely(, R-sugari félhenger egyenlete: z = \/ R? — z2.

o Az egykopenyii forgdshiperboloid egyenlete: z = \/x2 + y2 — 1.

o A kétkipenyii forgdshiperboloid egyenlete: z — x% — y? = 1.

Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

A hatdrérték definicidja:

lim  f(z,y)=A

(z,y)—(x0,y0)

akkor és csak akkor, ha minden (z,,y,) — (xo,yo) pontsorozatra fennéll, hogy f(z,,y.) — A. Megjegyzés: az
egyvdltozos fiiggvények esetén tanult hatdrértékmiiveletek ebben az esetben is igazak.

A z = f(z,y) kétvaltozés fiiggvény folytonos az értelmezési tartomdny (xo,yo) pontjdban, ha 1étezik a hatdrérték
ebben a pontban és ez egyenld a fiiggvény ebben a pontban felvett helyettesitési értékével, azaz



f(m,y) = f(x()vy())'

i
(z,y)—=(20,y0)

Egy fiiggvény folytonos, ha folytonos az értelmezési tartoméanya minden pontjaban.
Parcialis derivalt, gradiens, iranymenti derivalt, érint6 sik

Egy f(x,y) fiiggvényt igen konnyi az egyes véltozdi szerint derivélni, mert ilyenkor a mésik valtozét rogzitettnek
képzeljiik, és csak a szoban forgd véltozo egyvaltozos fiiggvényének tekintjiik a fiiggvényt.
Az f(x,y) fuggvény (z0, yo) pontbeli, x valtozd szerinti parcidlis derivéltja

h _
fo(zo,y0) = ;llli% _ flao+ ,yo})L f(ac07y0).

Hasonl6an az f(x,y) fiiggvény (¢, yo) pontbeli, y valtozé szerinti parcidlis derivéltja

f(zo,90 +h) — f(xo,y0)
Y .

Az f(z,y) fiiggvény (xo,yo) pontbeli, z-szerinti parcidlis derivéltjdnak geometriai jelentése nem mds, mint a z =
f(z,y) felillet és az y = yo egyenletii sik metszésvonala érintGjének meredeksége az (zo, yo) pontban. (Hasonléan
értelmezhetd az y-szerinti derivalt is.)

! = 1. =
fy(xO’yO) hlg%

Parcialis derivaltakkal konny( felirni a z = f(x,y) feliilet (zo, yo, f(z0, Yo)) pontjdban az érintd sik egyenletét:

z — f(x0,90) = fr(z0,90)(x — x0) + f, (0, 40)(y — o)

A parcidlis derivaltakbdl all6 vektort gradiens vektornak nevezziik.

Vi(z,y) = (fo(z,y), f(z,9))

A gradiens vektor a fiiggvény minden egyes pontjdban megadja a legnagyobb meredekség irdnyat (azaz a gradiens
vektor a fiiggvény legnagyobb novekedésének irdnyaba mutat). Lokdlis minimumban, lokalis maximumban vagy egy
nyeregpontban a gradiens nulla.

A gradiens vektornak egy tetszéleges irdnyu v egységvektorral val6 skaldrszorzatat

fi@,y) = Vi(zy)  —

[l
az f(x,y) fiiggvény v irdnyban vett irdnymenti derivdltjdnak nevezziik. Amennyiben az irdny « szoggel van megadva,

gy az irdnyt megadé v vektor: v = (cos ¢, sin ).

Megjegyzés: a magasabbrendl parcidlis derivéltak jelolése €s jelentése is teljesen hasonld az elsérendl derivaltak-
hoz. Azaz példaul

foy(@,y) = f (fr(z,y)).

Young-tétele szerint ha f(x,y) és parciélis derivaltjai 1éteznek és folytonosak egy nyilt tartomédnyon, ami tartalmazza
($07 yO)'t’ akkor fmy (an yO) = fyz (an yO) teljesﬁl.



2. Feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartomanyét, elsérend parcidlis derivaltjait és azok értel-
mezési tartomanyét!

@) f(z,y) =2® +y° = 3zy  (b) f(z,y) = a¥
©) f(z,y) =y In /Ty (d) f(z,y) = arcsin (%)
1’36y e2w—3y

@ f(z,y) = m Of(x,y) = 2z — 3y

(@ f(z,y) =z tg(z +y) (h) f(z,y) = zIn (2% + ¢?)
@ f(z,y) = In\/zTy* G) f(z,y) = 2® — bay + 3y> — 62+ Ty + 8

&) f(z,y) = tg(3z — 5y) O f(z,y) = /a3 = b5x2y + y*

2 gin o —y223
(m) f(z,y) =e” 7Y

2. Hatdrozza meg a kovetkezd fiiggvények masodrendii parcidlis derivéltjait! Ellendrizze le, hogy valdban teljesiil
az fLy (JJ, Z/) = f’ya; (.23, y) egyenl(jSég!

@ f(z,y) =In(z+e) ) f(z,y) =¥ © f(z,y) =z tg(z +y)
2

(d) f(z,y) = arccos (g) © f(z,y) = xy+ ; () f(z,y) = arctg (133_+xyy)

@ fle,y) =y—xe? +x () flz,y)=e™ ) fz,y) =zsin(z +y) +ysin(z +y)

3. Irja fel az alabbi feliiletek érintGsikjanak egyenletét a megadott pontban!

(@) f(z,y) =522 — 22y +3y> + 52— 6 é Po(l,—-1)

(b) f(x,y) = (¢® — 6x)(y*> —4y) & Po(1,2)

(©) f(x,y) = arcsin (;) és  Py(1,2)

d) f(z,y) = («® +y*) In(zy) é Po(2,1/2)
) f(z,y) =xtgy—ytgr é Po(n/4,0)
® fz,y) =3y + eV + 2y arctg§ é  Py(0,1)

.’1322/

(g)f(x,y)zm és  Pp(1,1)



4. Hatdrozza meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy a P(2, —1, 3) ponton és parhuzamos az f(z,y) =

cos (2 + y?) feliilet zp = g, Yo = g koordinatéji pontjahoz tartozé érintSsikkal.

5. Az f(x,y) = In(xy) feliiletnek mely pontjaiban parhuzamosak az érintGsikok az = + y + z = 0 sikkal?
6. Az f(x,y) = 2% — 2zy + 3y? — bz + 3y — 5 feliilet mely pontjaiban vizszintes az érintSsik?
7. Hatarozza meg a kovetkezd fiiggvények adott irdny szerinti irinymenti derivaltjat a megadott pontban!
@) f(z,y) =23 —5axy? — 20+ 1, a=40° Py(1,0)
®) flzy) = (x—y)’. a=5, P(23)

© f(z,y) = Va2 + 4% a=135° Py(-5,5)

) f(z,y) =sin(zy), «o=150°, Py(1,0)

z2Iny
(e) f(xay) = m’ v = (7374)7 P0(7171)
zy(l+y)
(H f(iUﬁU) = W, v = (_433)7 PO(37 1)

@ f(@y) =2"2-In(1+y*)]. v=(13). P(1,0)

(h) f(:v,y) =In ($2+y2), v = (173)’ PO(_3’_4)

8. Hatdrozza meg mely irdny esetén lesz nulla az f(z,y) = 2® + v — 3wy + e¥ fiiggvény Py(2,0) pontbeli
iranymenti derivéltja! Es mely irdny esetén lesz maximalis az iranymenti derivalt?

1
9. Milyen irdnyban lesz az f(z,y) = y3e=2*~! fiiggvény (57 1) pontbeli irdnymenti derivéltja maximalis, illetve

minimalis?

10. Hatdrozza meg az f(x,y) = x2e¥ fiiggvgény Py(2,0) pontbeli, a v = (3,4) vektorra merdleges irdanymenti
derivaltjat!



